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Аннотация. В настоящей работе рассматриваются градиентно-подобные диффеоморфизмы, заданные
на замкнутых ориентируемых 3-многообразиях M3. Динамика любого такого диффеоморфизма f мо-
жет быть представлена как движение от связного аттрактора Af к связному репеллеру Rf . При этом
характеристическое пространство V̂f = Vf/f , определяемое как пространство орбит ограничения диф-
феоморфизма f на множество Vf = M3 \ (Af ∪Rf ), является гладким связным 3-многообразием. В
простейшем случае (например, когда диффеоморфизм f включается в поток) характеристическое про-
странство является прямым произведением Sg × S1, где Sg — ориентируемая поверхность рода g ≥ 0. В
настоящей работе изучаются классы Gg градиентно-подобных диффеоморфизмов наM3, характеристи-
ческое многообразие которых диффеоморфно Sg×S1, g ≥ 0. В работе показывается, что при g > 0 любая
седловая точка диффеоморфизма из Gg имеет положительный тип ориентации. Устанавливается, что
для произвольного g > 0 многообразие, допускающее диффеоморфизм f ∈ Gg без гетероклинических
кривых, является связной суммой g копий S2 × S1; а в случае g = 0 — 3-сферой S3.
Ключевые слова: градиентно-подобный диффеоморфизм, характеристическое пространство, несущее
многообразие, топология фазового пространства.

Введение и формулировка результатов

Пусть M3 — замкнутое ориентируемое 3-многообразие и f : M3 →M3 — структурно
устойчивый диффеоморфизм с конечным неблуждающим множеством — диффеомор-
физм Морса-Смейла. Обозначим через MS(M3) множество таких диффеоморфизмов.
Динамика любого каскада f ∈ MS(M3) может быть представлена следующим образом
(см., например, [3] и [4]). Обозначим через Ωq

f , q = 0, 1, 2, 3 множество периодических то-
чек p таких, что dim W u

p = q. Тогда Af = W u
Ω0
f∪Ω1

f
— связный аттрактор и Rf = W s

Ω3
f∪Ω2

f
—

связный репеллер с топологической размерностью, равной нулю или единице. Множества
Af и Rf не пересекаются, а каждая точка из множества Vf = M3 \ (Af ∪Rf ) является
блуждающей и движется под действием f от Rf к Af . Пространство орбит V̂f = Vf/f яв-
ляется гладким связным 3-многообразием и называется характеристическим простран-
ством. Согласно [3] любое характеристическое пространство является простым многооб-
разием, то есть оно либо неприводимо (любая цилиндрически вложенная в него 2-сфера
ограничивает в нём 3-шар), либо диффеоморфно S2 × S1.

Типом ориентации периодической точки p периода per(p) диффеоморфизма f ∈
MS(M3) является число 1 или −1 в зависимости от того сохраняет отображение
fper(p)|Wu

p
: W u

p →W u
p ориентацию или нет.

1Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(проекты 15-01-01637-а и 15-01-03687-а)
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Непустое пересечениеW s
p ∩W u

q , где p, q — различные седловые точки диффеоморфиз-
ма f ∈ MS(M3), называется гетероклиническим, при этом в случае dim(W s

p ∩W u
q ) = 1

компонента связности пересечения W s
p ∩W u

q называется гетероклинической кривой, а в
случае dim(W s

p∩W u
q ) = 0 компонента связности пересеченияW s

p∩W u
q называется гетеро-

клинической точкой. Диффеоморфизм f ∈ MS(M3) называется градиентно-подобным,
если он не имеет гетероклинических точек.

Обозначим через Gg, g ≥ 0, класс градиентно-подобных диффеоморфизмов таких,
что для любого f ∈ Gg многообразие V̂f диффеоморфно Sg × S1, где Sg — ориентиру-
емая поверхность рода g. В силу работы [2] классу Gg принадлежат, в частности, все
градиентно-подобные каскады, включающиеся в топологический поток. Обозначим че-
рез Mg гладкое 3-многообразие, являющееся связной суммой g копий S2 × S1 для g > 0
и являющееся 3-сферой S3 для g = 0.

Основным результатом настоящей работы являются следующие теоремы.

Теорема 1. Любая седловая точка диффеоморфизма f ∈ Gg, g > 0, имеет положитель-
ный тип ориентации.

Теорема 2. Многообразие, допускающее диффеоморфизм f ∈ Gg, g ≥ 0, без гетерокли-
нических кривых, диффеоморфно Mg.2

Благодарности. Авторы признательны Е.Я. Гуревич за внимательное прочтение ру-
кописи и полезные замечания.

1. Характеристические пространства

Напомним, что мы обозначили через Ωq
f , q = 0, 1, 2, 3, множество периодических

точек p таких, что dim W u
p = q, положили Af = W u

Ω0
f∪Ω1

f
, Rf = W s

Ω3
f∪Ω2

f
и Vf =

M3 \ (Af ∪Rf ). В [4] пространство орбит V̂f = Vf/f названо характеристическим про-
странством. Обозначим через p

f
: Vf → V̂f естественную проекцию.

Пусть теперь f ∈ Gg. Тогда пространство орбит V̂f гомеоморфно Sg × S1. Соответ-
ственно, группа π1(V̂f ) изоморфна группе π1(Sg) × Z и, следовательно, допускает эпи-
морфизм ηg : π1(V̂f ) → Z. Для седловой точки σ диффеоморфизма f обозначим через
W 2
σ (W 1

σ ) двумерное (одномерное) инвариантное многообразие σ. Положим Ŵ 2
σ = p

f
(W 2

σ ).
Тогда множество Ŵ 2

σ является гладким тором (гладкой бутылкой Клейна) в много-
образии V̂f , если диффеоморфизм fper(σ) сохраняет (меняет) ориентацию W 2

σ , причем
ηg(i

Ŵ2
σ∗

(π1(Ŵ 2
σ ))) 6= 0, где i

Ŵ2
σ

: Ŵ 2
σ → V̂f — отображение включения (см., например,

[4]). Положим Ŵ 2
f =

⋃
σ∈(Ω1

f∪Ω2
f )

Ŵ 2
σ . Выберем семейство {N(Ŵ 2

σ ), σ ∈ (Ω1
f ∪ Ω2

f )} попарно

непересекающихся трубчатых окрестностей3 поверхностей {Ŵ 2
σ , σ ∈ (Ω1

f ∪ Ω2
f )}. Каж-

дая компонента связности множества N(Ŵ 2
σ ) является двумерным тором T̂ таким, что

2Для g = 0 эта теорема следует из работы [5].
3Трубчатая окрестность тора — это многообразие, диффеоморфное T2 × (0, 1) и, соответственно,

её граница состоит из двух торов. Трубчатая окрестность бутылки Клейна — это неориентируемое
локально тривиальное расслоение над бутылкой Клейна со слоем интервал, её граница состоит из одного
тора.
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ηg(iT̂∗
(π1(T̂ ))) 6= 0, где i

T̂
: T̂ → V̂f — отображение включения. Гомотопически нетри-

виальную замкнутую кривую b̂ ⊂ T̂ такую, что ηg([b̂]) = 0 будем называть меридианом
тора T̂ .

Рис. 1. f -инвариантная окрестность седловой точки σ

Для любой точки ω ∈ Ω0
f положим Vω = W s

ω\ω. Положим V0 =
⋃

ω∈Ω0
f

Vω и V̂0 =
⋃

ω∈Ω0
f

V̂ω

и обозначим через p0 : V0 → V̂0 естественную проекцию. Тогда каждая компонента связ-
ности многообразия V̂0 диффеоморфна S2 × S1. Отметим, что V0 \W u

Ω1
f

= Vf \W s
Ω1
f
. Для

точки σ ∈ Ω1
f положим Nσ = p−1

f
(N(Ŵ 2

σ )) ∪W u
Oσ . По построению Nσ — f -инвариантная

окрестность периодической орбиты Oσ, содержащая W s
Oσ ∪W

u
Oσ (см. рисунок 1). Поло-

жим NΩ1
f

=
⋃

σ∈Ω1
f

Nσ. Тогда имеет место равенство V0 \NΩ1
f

= Vf \NΩ1
f
.

Положим Ŵ 1
σ = p0(W 1

σ ). Множество Ŵ 1
σ является парой узлов (узлом) в многообразии

V̂0, если диффеоморфизм fper(σ) сохраняет (меняет) ориентациюW 1
σ (см., например, [4]).

Положим N(Ŵ 1
σ ) = p0(Nσ), тогда N(Ŵ 1

σ ) — трубчатая окрестность многообразия Ŵ 1
σ .

Положим N̂2
Ω1
f

= p
f
(NΩ1

f
) и N̂1

Ω1
f

= p0(NΩ1
f
). Из равенства V0\NΩ1

f
= Vf \NΩ1

f
следует, что

многообразие p0(V0 \ NΩ1
f
) гомеоморфно многообразию p

f
(Vf \ NΩ1

f
). Откуда получаем,

что V̂0 \ N̂1
Ω1
f
гомеоморфно V̂f \ N̂2

Ω1
f
.

Переход от многообразия V̂f к многообразию V̂0 состоит в удалении N̂2
Ω1
f
из V̂f и

приклеивании к каждой границе полученного многообразия заполненного тора в си-
лу диффеоморфизма, переводящего меридиан в меридиан4. Формализуем этот переход,
определив операцию перестройки многообразия V̂ = Sg × S1 вдоль ηg-существенного
тора T̂ ⊂ Sg × S1, то есть такого тора T̂ , что ηg(iT̂∗

(π1(T̂ ))) 6= 0, где i
T̂

: T̂ → Sg × S1 —
отображение включения.

Пусть N(T̂ ) — трубчатая окрестность T̂ и V̌ = V̂ \ N(T̂ ). Тогда многообразие ∂V̌
состоит из двух компонент связности, каждая из которых является двумерным тором.

4Двумерный диск d в заполненном торе Ŷ называется меридианным, если ∂Ŷ ∩ d = ∂d и ∂d не
ограничивает диск в ∂Ŷ . Граница меридианного диска называется меридианом.
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Положим Ŷ = D2×S1, где D2 = {(x, y) ∈ R2 : x2 +y2 ≤ 1} и γ̂ = ({(0, 0)}×S1) ⊂ Ŷ . Пусть
β̂ — меридиан заполненного тора Ŷ и ζ : (cl N(T̂ )\ T̂ )→ (Ŷ \ γ̂)×S0 — диффеоморфизм,
для которого ηg([ζ−1

T̂
(β̂ × {±1})]) = 0.

Определение 1. Будем говорить, что пространство V̂T̂ = (V̂ \T̂ )
⋃
ζŴ

(int Ŷ ×S0) получено

перестройкой многообразия V̂ вдоль тора T̂ .

Аналогичным образом вводится перестройка многообразия V̂ вдоль ηg–существенной
бутылки Клейна K̂, основанная на том, что трубчатая окрестность N(K̂) бутылки Клей-
на K̂ без самой бутылки Клейна является связной и диффеоморфна многообразию
int Ŷ \ γ̂.

На рисунке 2 a (2 b) схематично изображена перестройка многообразия V̂ = S2 × S1

вдоль тора (бутылки Клейна).

Рис. 2. Перестройка многообразия V̂ = S2 × S1 вдоль тора T̂ и бутылки Клейна K̂

Для доказательства теорем 1 и 2 нам понадобятся приведённые ниже топологические
факты, их следствия и леммы.

1. Факт. Любой гомотопически нетривиальный гладкий тор в многообразии S2 × S1

ограничивает в нём заполненный тор (см., например, [8]).

2. Факт. Пусть Ŷ , Ŷ ′ — заполненные торы. Гомеоморфизм h : ∂Ŷ → ∂Ŷ ′ тогда и
только тогда продолжается до гомеоморфизма H : Ŷ → Ŷ ′, когда он переводит
меридиан тора Ŷ в меридиан тора Ŷ ′ (см., например, [9]).

3. Факт. Cобственно вложенная в многообразие X ориентируемая поверхность5 F ,
не являющаяся 2-сферой, несжимаема6 тогда и только тогда, когда Ker(iF∗) = 0,

5Поверхность F называется собственно вложенной в многообразие X, если ∂X ∩ F = ∂F .
6Собственно вложенная в X поверхность F называется сжимаемой в X в одном из следующих двух

случаев:
1) существует нестягиваемая простая замкнутая кривая c ⊂ int F и гладко вложеннный 2-дискD ⊂ intX
такой, что D ∩ F = ∂D = c;
2) существует 3-шар B ⊂ intX такой, что F = ∂B.
Поверхность F называется несжимаемой в X, если она не является сжимаемой в X.
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где iF : F → X — отображение включения ([8]).

4. Факт. Если 3-многообразие X неприводимо, тогда двумерный тор T ⊂ X, не лежа-
щий в 3-шаре, является сжимаемым тогда и только тогда, когда он ограничивает
заполненный тор в X ([8], exercise 6).

5. Факт. Любая несжимаемая поверхность в связном компактном неприводимом мно-
гообразии либо изотопна поверхности, состоящей из слоёв вида {x}×S1, либо транс-
версальна всем таким слоям ([6], proposition 1.11).

6. Факт. Многообразие Sg × S1, g > 0 неприводимо ([6], proposition 1.12).

7. Факт. Многообразие диффеоморфно многообразию S2 × S1 тогда и только тогда,
когда оно получается из двух гладких заполненных торов склейкой их границ по-
средством диффеоморфизма, переводящего меридиан в меридиан (см., например,
предложение 7.1 книги [1]).

8. Факт. Пусть f ∈ MS(M3) — диффеоморфизм без гетероклинических кривых и
такой, что Ωf состоит из r

f
седловых и l

f
узловых точек. Тогда g

f
=

r
f
−l
f

+2

2
является целым неотрицательным числом и справедливы следующие утверждения:

1) если g
f

= 0, то M3 — 3-сфера;

2) если g
f
> 0, то M3 — связная сумма g

f
копий S2 × S1. ([4])

Следствие 1. Пусть T̂ — ηg-существенный тор на многообразии S2×S1. В силу факта
1, тор T̂ ограничивает заполненный тор. При этом, если тор T̂ ограничивает два
заполненных тора, то, в силу факта 7, мериадиан одного из них является меридианом
другого.

Следствие 2. Пусть T̂ — ηg-существенный тор на многообразии Sg×S1, g > 0. В силу
фактов 3, 4, 5, 6 тор T̂ либо ограничивает заполненный тор в Sg × S1, либо изотопен
поверхности, состоящей из слоёв вида {x}×S1, где множество таких точек x образует
на Sg не гомотопную нулю кривую c

T̂
.

Лемма 1. Пусть C ⊂ Sg, g > 0 — не гомотопная нулю кривая, и поверхность S̃ по-
лучена из Sg удалением трубчатой окрестности N кривой C и приклеиванием 2-диска
к каждой граничной компоненте поверхности Sg \ N . Тогда S̃ гомеоморфна Sg−1, если
множество Sg \ N связно, и гомеоморфна дизъюнктному объединению поверхностей
Sg̃, g̃ > 0 и Sg−g̃, если множество Sg \N не связно.

Доказательство. Если N делит Sg на две компоненты, то Sg является связной суммой
поверхностей, полученных посредством приклеивания дисков к Sg \N . Тогда утвержде-
ние следует из единственности представления ориентируемой поверхности рода g > 0 в
виде связной суммы g торов (см., например, [7]).

Пусть N не делит Sg и S — поверхность, полученная из Sg удалением N и прилеи-
ванием дисков D1, D2 к каждой граничной компоненте поверхности Sg \ N . Обозначим
через C1, C2 граничные окружности кольца N такие, что ∂Di = Ci, i = 1, 2. Поскольку
N не делит Sg, то существует кольцо H ⊂ Sg, пересекающееся с каждой окружностью
C1, C2 в точности по одному отрезку (см. рисунок 3). В поверхности S диски D1, D2
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Рис. 3. Иллюстрация к доказательству леммы 1

приклеиваются к кривым C1, C2 и объединение D1 ∪ H ∪ D2 является 2-диском. Еще
один 2-диск D выделен серым цветом в многообразии T2. При этом многообразие T2 \D
гомеоморфно N ∪H Тогда связная сумма S#T2, получаемая посредством именно этих
2-дисков гомеоморфна поверхности Sg. Откуда следует, что поверхность S гомеоморф-
на Sg−1.

Лемма 2. В многообразии Sg × S1, g > 0 не существует ηg-существенной бутылки
Клейна.

Доказательство. Предположим противное: в многообразии Sg × S1, g > 0 существует
ηg-существенная бутылка Клейна K̂. Тогда граница T̂ её трубчатой окрестности N(K̂)
является ηg-существенным тором таким, что нетривиальный гомоморфизм ηgiT̂∗

не явля-
ется сюръективным. В силу чего тор T̂ не может быть изотопен поверхности, состоящей
из слоёв вида {x}×S1, а значит, в силу Следствия 2, тор T̂ ограничивает заполненный тор
Ŷ в Sg×S1. Таким образом многообразие Sg×S1 является склейкой заполненного тора Ŷ
и трубчатой окрестности N(K̂) бутылки Клейна. Пусть [a] и [b] образующие фундамен-
тальной группы тора T̂ такие, что b — меридиан заполненного тора Ŷ и [a] — образующая
фундаментальной группы заполненного тора Ŷ . Тогда образующими трубчатой окрест-
ности N(K̂) являются элементы [c] и [b], где [c]2 = [a]. Отсюда по теореме Зейферта – Ван
Кампена (см., например, [7]) следует, что фундаментальная группа многообразия Sg×S1

имеет не более двух образующих. Получили противоречие с тем, что число образующих
фундаментальной группы многообразия Sg × S1, g > 0 не менее трёх.

Лемма 3. Пусть V̂ = Sg × S1, g ≥ 0 и T̂ ⊂ Sg × S1 — ηg-существенный тор. Тогда
многообразие V̂T̂ имеет следующий топологический тип:

1) если g ≥ 0 и T̂ ограничивает заполненный тор, то V̂T̂ гомеоморфно дизъюнктному
объединению многообразий Sg × S1 и S2 × S1;

2) если g > 0 и T̂ не ограничивает заполненный тор, то V̂T̂ гомеоморфно Sg−1 × S1

в случае связности множества V̂ \ T̂ и гомеоморфно дизъюнктному объединению
многообразий Sg̃ × S1, g̃ > 0 и Sg−g̃ × S1 в случае несвязности множества V̂ \ T̂ .

Доказательство. Первое утверждение леммы следует из фактов 2 и 7, второе — из
следствия 2 и леммы 1.
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2. Доказательство основных теорем

Теорема 1 Любая седловая точка диффеоморфизма f ∈ Gg, g > 0 имеет положи-
тельный тип ориентации.

Доказательство. Предположим противное: диффеоморфизм f ∈ Gg, g > 0 имеет сед-
ловую точку σ с отрицательным типом ориентации. Напомним, что мы обозначили че-
рез W 2

σ двумерное инвариантное многообразие σ и положили Ŵ 2
σ = p

f
(W 2

σ ). Поскольку
диффеоморфизм fper(σ) меняет ориентацию W 2

σ , то множество Ŵ 2
σ является гладкой

ηg-существенной бутылкой Клейна в многообразии V̂f . Получили противоречие с лем-
мой 2

Теорема 2 Многообразие, допускающее диффеоморфизм f ∈ Gg, g ≥ 0 без гетеро-
клинических кривых, диффеоморфно Mg.

Доказательство. Не уменьшая общности можно считать все неблуждающие точки диф-
феоморфизма f неподвижными и имеющими положительный тип ориентации (в против-
ном случае можно вместо f рассмотреть его подходящую степень). Тогда множество Ŵ 2

σ

для любого σ ∈ Ω1
f является ηg-существенным тором в многообразии V̂f = Sg × S1.

Обозначим через r1
f число точек в множестве Ω1

f . Согласно разделу 1, число компо-
нент связности многообразия V̂0 совпадает с числом стоков диффеоморфизма f , обозна-
чим через l1f это число. С другой стороны каждая компонента связности многообразия
V̂0 гомеоморфна многообразию S2 × S1 и V̂0 получается из V̂f операцией перестройки
вдоль торов Ŵ 2

σ , σ ∈ Ω1
f . В силу следствия 3, числа r1

f и l1f связаны соотношением
r1
f − l1f + 1 = g. Рассуждая аналогичным образом для множества Ω2

f , мы получим, что
число r2

f точек в множестве Ω2
f и число l2f источников диффеоморфизма f связаны со-

отношением r2
f − l2f + 1 = g. Таким образом, Ωf состоит из r

f
= r1

f + r2
f седловых и

l
f

= l1f + l2f узловых точек и g =
r
f
−l
f

+2

2 . В силу факта 8, объемлющее многообразие
диффеоморфизма f гомеоморфно многообразию Mg.
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