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Анотацiя. Використовуючи теорiю полiномiальних матричних в’язок, побудовано асимптотику лiнiй-
но незалежних розв’язкiв однорiдної сингулярно збуреної системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь
довiльного m-го порядку з матрицею при старших похiдних, яка вироджується з прямуванням мало-
го параметра до нуля. Розглядається випадок кратного спектра характеристичного полiнома. А саме,
передбачається, що вiн має кiлька скiнченних i кiлька нескiнченних елементарних дiльникiв однакової
кратностi. Наведено вiдповiднi асимптотичнi оцiнки.
Ключовi слова: полiномiальна в’язка матриць, скiнченний елементарний дiльник, нескiнченний еле-
ментарний дiльник.

1. Постановка задачi

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь вигляду

εmhAm(t, ε)
dmx

dtm
+ ε(m−1)hAm−1(t, ε)

dm−1x

dtm−1
+ · · ·+ εhA1(t, ε)

dx

dt
+A0(t, ε)x = 0, (1.1)

де x(t, ε) — шуканий n-вимiрний вектор, Ai(t, ε), i = 0,m, — дiйснi або комплекснозначнi
(n× n)-матрицi, ε ∈ (0; ε0] — малий дiйсний параметр, h ∈ N, t ∈ [0;T ].

Припускаємо, що виконуються наступнi умови:
1◦. Матрицi Ai(t, ε), i = 0,m, допускають на вiдрiзку [0;T ] рiвномiрнi асимптотичнi

розвинення за степенями ε:

Ai(t, ε) ∼
∑
k≥0

εkA
(k)
i (t), i = 0,m; (1.2)

2◦. Матрицi A(k)
i (t), i = 0,m, k = 0, 1, . . ., — нескiнченно диференцiйованi на вiдрiзку

[0;T ];
3◦. detA

(0)
m (t) = 0, ∀t ∈ [0;T ];

4◦. Гранична в’язка матриць

P (t, λ) =
m∑
i=0

λiA
(0)
i (t) (1.3)
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системи (1.1) регулярна при всiх t ∈ [0;T ] i має r > 1 скiнченних елементарних дiльникiв
(λ − λ0(t))

p кратнiстю p > 1 i s > 1 нескiнченних елементарних дiльникiв кратнiстю q
(pr + qs = mn).

Питання побудови асимптотичних розв’язкiв системи (1.1) за степенями малого па-
раметра вивчалось рiзними авторами [3, 6, 7, 8]. Однак ними розглядались в основному
системи рiвнянь другого порядку. Системи ж рiвнянь вищих порядкiв дослiджувались
лише в найпростiших випадках i, як правило, за умови, коли матрицi Ai(t, ε), i = 1,m− 1,
нульовi, а Am(t, ε) — одинична [1]. Бiльш загальна система при h = 1 i одиничною матри-
цею при старшiй похiднiй розглядалась у [2], де для побудови асимптотичних розв’язкiв
використовується розклад характеристичного полiнома даної системи на лiнiйнi множ-
ники. При цьому вивчався випадок, коли характеристичний полiном має простий спектр.

У данiй роботi вперше розглядається випадок кратного спектра, коли характеристич-
ний полiном має кiлька скiнченних та нескiнченних елементарних дiльникiв однакової
кратностi. Для дослiдження асимптотики лiнiйно незалежних розв’язкiв системи (1.1)
використовується теорiя полiномiальних матричних в’язок, викладена в [4]. У пунктi 2
доводиться основна теорема, якою визначається вигляд формальних розв’язкiв системи
(1.1). У процесi доведення цiєї теореми дається алгоритм, за яким визначаються коефi-
цiєнти вiдповiдних формальних розвинень. У заключному пунктi 3 сформульовано умо-
ви, за виконання яких побудованi формальнi розв’язки мають асимптотичний характер,
i наводяться вiдповiднi асимптотичнi оцiнки.

2. Побудова формальних розв’язкiв

2.1. Побудова розв’язкiв першої групи, якi вiдповiдають скiнченним
елементарним дiльникам

Розв’язки, що вiдповiдають скiнченним елементарним дiльникам граничної в’язки
матриць P (t, λ), будемо шукати у виглядi

x(t, µ) = u(t, µ) exp

(
ε−h

∫ t

0
λ(τ, µ)dτ

)
, (2.1)

де u(t, µ) — n-вимiрний вектор, а λ(t, µ) — скалярна функцiя, якi зображаються у виглядi
формальних розвинень

u(t, µ) =
∞∑
k=0

µku(k)(t), (2.2)

λ(t, µ) =
∞∑
k=0

µkλ(k)(t), (2.3)

в яких µ = p
√
ε.

Покажемо, що вектор (2.1) формально задовольняє систему (1.1). Диференцiюючи
вектор-функцiю (2.1) k разiв, отримаємо рекурентний вираз

dkx

dtk
=

k∑
i=0

i∑
j=0

ε−jhCi
k

dk−iu(t, µ)

dtk−i
Di−j [λ

j ] exp

(
ε−h

∫ t

0
λ(τ, µ)dτ

)
, k = 0,m, (2.4)
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де

Di−j [λ
j ] =

∑
s1+s2+···+sj=i−j

j∏
α=1

Γsα [λ], j = 1, i, i = 1,m, (2.5)

— суми всеможливих добуткiв j операторiв Γsα [λ] = dsα
dtsα λ(t, µ), α = 1, j, з цiлими

невiд’ємними iндексами, сума яких дорiвнює i − j. Оператори диференцiювання, якi
мiстяться в Γsα [λ], дiють на весь вираз праворуч вiд них.

Наприклад, D2[λ
2] =

∑
s1+s2=2 Γs1 [λ]Γs2 [λ]. Перебравши всi можливi набори iндексiв

sα, α = 1, 2, дiстанемо D2[λ
2] = Γ2[λ]Γ0[λ] + Γ1[λ]Γ1[λ] + Γ0[λ]Γ2[λ]. Згiдно зi структурою

операторiв Γs[λ], s = 0, 1, 2, остаточно матимемо

D2[λ
2] =

d2λ2(t, µ)

dt2
+
d

dt

(
λ(t, µ)

dλ(t, µ)

dt

)
+ λ(t, µ)

d2λ(t, µ)

dt2
.

Пiдставивши вектори (2.4) у систему (1.1), а потiм, видiливши доданки, в яких k =
i = j, отримаємо

m∑
k=0

D0[λ
k]Ak(t, ε)u(t, µ) = −

m∑
k=1

k−1∑
i=0

i∑
j=0

ε(k−j)hCi
kDi−j [λ

j ]Ak(t, ε)
dk−iu(t, µ)

dtk−i
−

−
m∑
k=2

k−1∑
j=1

ε(k−j)hDk−j [λ
j ]Ak(t, ε)u(t, µ).

(2.6)

Оскiльки функцiя λ(t, µ) зображається у виглядi формального розвинення (2.3), то функ-
цiї Di−j [λ

j ], j = 1, i, i = 1,m, якi визначаються формулою (2.5), теж можна подати у
виглядi формальних розвиненнь за степенями µ:

Di−j [λ
j ] =

∞∑
k=0

µkD
(k)
i−j [λ

j ], j = 1, i, i = 1,m, (2.7)

де

D
(k)
i−j [λ

j ] =
∑

s1+s2+···+sj=i−j

∑
k1+k2+···+kj=k

j∏
α=1

Γ(kα)
sα [λ], j = 1, i, i = 1,m, (2.8)

(пiдсумовування здiйснюється за всiма можливими наборами цiлих невiд’ємних iндексiв
sα, kα, α = 1, j, причому сума нижнiх iндексiв дорiвнює i− j, а верхнiх — k).

Пiдставивши в (2.6) розвинення (1.2), (2.2), (2.3), (2.7) та прирiвнявши доданки при
однакових степенях µ, отримаємо нескiнченну систему алгебраїчних рiвнянь

P (t, λ(0)(t))u(0)(t) = 0; (2.9)

P (t, λ(0)(t))u(α)(t) = b(α)(t), α = 1, 2, . . . ; (2.10)

де

b(α)(t) = −
m∑
k=1

α∑
β=1

D
(β)
0 [λk]A

(0)
k (t)u(α−β)(t) + g(α)(t), α = 1, 2, . . . ; (2.11)
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g(α)(t) = −
m∑
k=0

α−p∑
β=0

[
α−β
p

]∑
γ=1

D
(β)
0 [λk]A

(γ)
k (t)u(α−β−γp)(t)−

−
m∑
k=1

k−1∑
i=0

i∑
j=0

α−(k−j)ph∑
β=0

[
α−β−(k−j)ph

p

]∑
γ=0

Ci
kD

(β)
i−j [λ

j ]A
(γ)
k (t)

dk−iu(α−β−γp−(k−j)ph)(t)

dtk−i
−

−
m∑
k=2

k−1∑
j=1

α−(k−j)ph∑
β=0

[
α−β−(k−j)ph

p

]∑
γ=0

D
(β)
k−j [λ

j ]A
(γ)
k (t)u(α−β−γp−(k−j)ph)(t), α = p, p+ 1, . . . .

Покажемо, що з цiєї системи можна визначити будь-якi коефiцiєнти розвинень (2.2),
(2.3). З рiвняння (2.9) одразу дiстанемо

λ(0)(t) = λ0(t), (2.12)

де λ0(t) — власне значення в’язки матриць (1.3). Рiвняння (2.10) розв’язнi тодi i тiльки
тодi, коли виконується умова(

b(α)(t), ψj(t)
)
= 0, j = 1, r, α = 1, 2, . . . , (2.13)

де ψj(t), j = 1, r, — базиснi елементи нуль-простору матрицi P ∗(t, λ0(t)), спряженої з
P (t, λ0(t)). Символом (x, y) тут i надалi позначається скалярний добуток в n-вимiрному
комплексному просторi. Слiдуючи [6] введемо в розгляд оператор проектування Q, який
вiдображає n-вимiрний векторний простiр E на його r-вимiрний пiдпростiр E0 наступним
чином

Qu(t) =
r∑

i=1

(
u(t), ψi(t)

)
φi(t),∀u(t) ∈ E, t ∈ [0;T ],

де φi(t), i = 1, r, — базиснi елементи нуль-простору матрицi P (t, λ0(t)). Пiдпростiр E0

є лiнiйною оболонкою векторiв φi(t), i = 1, r, якi визначимо так, щоб виконувались
включення φi(t) ∈ C∞[0;T ], i = 1, r, що згiдно з [6] завжди можливо. Тодi умова (2.13)
буде еквiвалентна наступнiй:

Qb(α)(t) = 0, α = 1, 2, . . . . (2.14)

За виконання цiєї умови вектори u(α)(t), α = 0, 1, . . . , визначатимемо за формулами

u(0)(t) = y(0)(t), (2.15)

u(α)(t) = H(t)b(α)(t) + y(α)(t), α = 1, 2, . . . , (2.16)

де H(t) — напiвобернена матриця до матрицi P (t, λ0(t)) (яку виберемо так, щоб H(t) ∈
C∞[0;T ], що можлива згiдно з [6] та умовою 2◦ ), а y(α)(t), α = 0, 1, . . . , — вектори з пiд-
простору E0, якi пiдлягають визначенню. Умову ж (2.14) використаємо для визначення
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функцiй λ(j)(t), j = 1, 2, . . . i векторiв u(i)(t), i = 0, 1, . . . . З цiєю метою перетворимо ви-
раз для векторiв b(α)(t), α = 1, 2, . . . , пiдставлятимемо послiдовно (2.15), (2.16) в (2.11).
При α = 1 маємо b(1)(t) = −

∑m
k=1D

(1)
0 [λk]A

(0)
k (t)y(0)(t). Позначимо

P (k)
s (λ) =

∑
j1+j2+···+js=k

λ(j1)(t)λ(j2)(t) . . . λ(js)(t) (2.17)

суму всеможливих добуткiв s функцiй λ(j)(t) з натуральними iндексами ji, i = 1, s, сума
яких дорiвнює k. Враховавши (2.8), (2.17), дiстанемо

D
(j)
0 [λk] =

j∑
i=1

Ci
k(λ0(t))

k−iP
(j)
i (λ), k = 1, m, j = 1, 2, . . . . (2.18)

Скориставшись (2.18), вектор b(1)(t) представимо у виглядi

b(1)(t) = −
m∑
k=1

C1
k(λ0(t))

k−1P
(1)
1 (λ)A

(0)
k (t)y(0)(t).

Використавши формулу

m∑
k=i

Ci
k(λ0(t))

k−iA
(0)
k (t) =

∂iP (t, λ0(t))

i!∂λi
, i = 1,m,

остаточно отримаємо

b(1)(t) = −P (1)
1 (λ)

∂P (t, λ0(t))

1!∂λ
y(0)(t). (2.19)

Провiвши аналогiчнi мiркування при α = 2, дiстанемо

b(2)(t) = −P (2)
2 (λ)

[∂P (t, λ0(t))
1!∂λ

H1(t) +
∂2P (t, λ0(t))

2!∂λ2

]
y(0)(t)−

− P
(2)
1 (λ)

∂P (t, λ0(t))

1!∂λ
y(0)(t)− P

(1)
1 (λ)

∂P (t, λ0(t))

1!∂λ
y(1)(t),

(2.20)

де

Hk(t) = −H(t)
∂kP (t, λ0(t))

k!∂λk
, k = 1,m. (2.21)

Скориставшись формулами
σ1(H1,H2, . . . ,Hm) = E; (2.22)

σi(H1,H2, . . . , Hm) =

min(i−1,m)∑
j=1

Hj(t)σ
i−j(H1,H2, . . . , Hm), i = 2, 3, . . . , (2.23)

рiвностi (2.19), (2.20) подамо у виглядi

b(1)(t) = −P (1)
1 (λ)

∂P (t, λ0(t))

1!∂λ
σ1(H1,H2, . . . , Hm)y(0)(t),
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b(2)(t) = −P (2)
2 (λ)

[∂P (t, λ0(t))
∂λ

σ2(H1, , . . . ,Hm) +
∂2P (t, λ0(t))

2!∂λ2
σ1(H1, . . . , Hm)

]
y(0)(t)−

− P
(2)
1 (λ)

∂P (t, λ0(t))

∂λ
σ1(H1, . . . , Hm)y(0)(t)− P

(1)
1 (λ)

∂P (t, λ0(t))

∂λ
σ1(H1, . . . , Hm)y(1)(t).

Взявши до уваги, що g(α)(t) = 0 при α < p, методом математичної iндукцiї встановимо,
що

b(α)(t) = −
α−1∑
k=0

α−k∑
i=1

min(i, m)∑
j=1

P
(α−k)
i (λ)

∂jP (t, λ0(t))

j!∂λj
σi−j+1(H1,H2, . . . , Hm)y(k)(t),

α = 1, p− 1.

(2.24)

При α ≥ p у вираз b(α)(t) входять вектори g(α)(t). Позначимо доданки, якi мiстять цi
вектори, через b̃(α)(t). Якщо продовжувати пiдстановку (2.15), (2.16) в (2.11), то отри-
маємо вираз вигляду (2.24) та доданки b̃(α)(t), якi мiстять вектори g(α)(t), α = p, p+1, . . . .
Для останнiх маємо

b̃(p)(t) = g(p)(t);

b̃(p+1)(t) = −P (1)
1 (λ)

∂P (t, λ0(t))

1!∂λ
H(t)g(p)(t) + g(p+1)(t);

b̃(p+2)(t) = P
(2)
2 (λ)

[(∂P (t, λ0(t))
1!∂λ

H(t)
)2

− ∂2P (t, λ0(t))

2!∂λ2
H(t)

]
g(p)(t)−

− P
(2)
1 (λ)

∂P (t, λ0(t))

1!∂λ
H(t)g(p)(t)−

− P
(1)
1 (λ)

∂P (t, λ0(t))

1!∂λ
H(t)g(p+1)(t) + g(p+2)(t).

(2.25)

Ввiвши позначення H̃j(t) = −∂jP (t,λ0(t))
j!∂λj H(t), j = 1,m, та використавши (2.23), вектори

b̃(p+1)(t), b̃(p+2)(t) запишемо у виглядi

b̃(p+1)(t) = P
(1)
1 (λ)σ2(H̃1, H̃2, . . . , H̃m)g(p)(t) + g(p+1)(t); (2.26)

b̃(p+2)(t) =
[
P

(2)
2 (λ)σ3(H̃1, H̃2, . . . , H̃m) + P

(2)
1 (λ)σ2(H̃1, H̃2, . . . , H̃m)

]
g(p)(t)+

+ P
(1)
1 (λ)σ2(H̃1, H̃2, . . . , H̃m)g(p+1)(t) + g(p+2)(t). (2.27)

Проаналiзувавши вирази (2.25), (2.26), (2.27) i провiвши iндукцiю по α, дiстанемо

b̃(α)(t) =

α−p−1∑
j=0

α−p−j∑
i=1

P
(α−p−j)
i (λ)σi+1(H̃1, . . . , H̃m)g(p+j)(t) + g(α)(t), α = p, p+ 1, . . . .

(2.28)
Об’єднавши вирази (2.24), (2.28), остаточно маємо

b(α)(t) = −
α−1∑
k=0

α−k∑
i=1

min(i,m)∑
j=1

P
(α−k)
i (λ)

∂jP (t, λ0(t))

j!∂λj
σi−j+1(H1,H2, . . . , Hm)y(k)(t)+

+

α−p−1∑
j=0

α−p−j∑
i=1

P
(α−p−j)
i (λ)σi+1(H̃1, H̃2, . . . , H̃m)g(p+j)(t) + g(α)(t), α = 1, 2, . . . . (2.29)
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Перейдемо тепер до визначення функцiй λ(α)(t), α = 1, 2, . . . , i векторiв y(i)(t),
i = 0, 1, . . . . Оскiльки за умовою 4◦ в’язка матриць (1.3) має r > 1 скiнченних еле-
ментарних дiльникiв кратнiстю p > 1, то, як показано в [4], їм вiдповiдає r жорданових
ланцюжкiв завдовжки p кожний. Цi ланцюжки складаються з власних векторiв φk(t),
k = 1, r, та вiдповiдних приєднаних векторiв φ(i)

k (t), k = 1, r, i = 2, p, якi задовольняють
спiввiдношення

P (t, λ0(t))φk(t) = 0, k = 1, r; (2.30)

P (t, λ0(t))φ
(i)
k (t) +

min(i−1, m)∑
j=1

∂jP (t, λ0(t))

j!∂λj
φ
(i−j)
k (t) = 0, k = 1, r, i = 2, p, (2.31)

а рiвняння

P (t, λ0(t))yk +

min(p,m)∑
j=1

∂jP (t, λ0(t))

j!∂λj
φ
(p+1−j)
k (t) = 0, k = 1, r,

нерозв’язнi вiдносно векторiв yk. Вектори ψj(t), j = 1, r, як i власнi вектори φi(t), i = 1, r,
визначаються неоднозначно, проте при будь-якому їх виборi

det

∥∥∥∥∥∥
min(p,m)∑

k=1

∂kP (t, λ0(t))

k!∂λk
φ
(p+1−k)
i (t), ψj(t)

∥∥∥∥∥∥
i,j=1,r

̸= 0, ∀t ∈ [0;T ], (2.32)

тобто система власних i приєднаних векторiв, якi вiдповiдають скiнченним елементарним
дiльникам в’язки матриць (1.3), є повною, у цьому неважко переконатися, користуючись
методами [6, c. 106 - 108], [4]. Виконання умови (2.32) дає змогу визначити вектори ψj(t),
j = 1, r, так, щоб виконувались спiввiдношенняmin(p,m)∑

k=1

∂kP (t, λ0(t))

k!∂λk
φ
(p+1−k)
i (t), ψj(t)

 = δij , i, j = 1, r, (2.33)

де δij — символ Кронекера, що ми й будемо передбачати в подальших викладках. Якщо
спiввiдношення (2.33) для векторiв ψj(t), j = 1, r, не виконується, то, як i в [6, с. 108],
замiсть них можна взяти їх лiнiйнi комбiнацiї χj(t) =

∑r
k=1 α

−1
kj (t)ψk(t), j = 1, r, де α−1

kj (t)
— елементи матрицi, оберненої до матрицi

∥αij(t)∥r1 =

∥∥∥∥∥∥
min(p,m)∑

k=1

∂kP (t, λ0(t))

k!∂λk
φ
(p+1−k)
i (t), ψj(t)

∥∥∥∥∥∥
r

1

.

Виразимо приєднанi вектори φ(i)
k (t), k = 1, r, i = 2, p, через власнi вектори φk(t), k = 1, r.

Оскiльки φ
(i)
k (t) = −

∑min(i−1,m)
j=1 H(t)∂

jP (t,λ0(t))
j!∂λj φ

(i−j)
k (t), k = 1, r, i = 2, p, то, скористав-

шись (2.21), дiстанемо φ(i)
k (t) =

∑min(i−1,m)
j=1 Hj(t)φ

(i−j)
k (t), k = 1, r, i = 2, p, звiдки

φ
(i)
k (t) = σi(H1,H2, . . . ,Hm)φk(t), k = 1, r, i = 2, p. (2.34)
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Iз врахуванням (2.34) спiввiдношення (2.33) запишемо у виглядimin(p,m)∑
k=1

∂kP (t, λ0(t))

k!∂λk
σp−k+1(H1,H2, . . . , Hm)φi(t), ψj(t)

 = δij , i, j = 1, r. (2.35)

Виходячи з розв’язностi рiвнянь (2.30), (2.31) та спiввiдношень (2.34), (2.35), легко пере-
конатися в таких властивостях оператора Q: якщо вектор u(t) ∈ E0, то

min(i,m)∑
k=1

Q
∂kP (t, λ0(t))

k!∂λk
σi−k+1(H1,H2, . . . , Hm)u(t) = 0, i = 1, p− 1; (2.36)

min(p,m)∑
k=1

Q
∂kP (t, λ0(t))

k!∂λk
σp−k+1(H1,H2, . . . , Hm)u(t) = u(t). (2.37)

Iз (2.29), (2.36), (2.37) випливає, що при α < p умова (2.14) виконується, а при α = p
запишеться у виглядi

P (p)
p (λ)y(0)(t)− Qg(p)(t) = 0. (2.38)

Оскiльки P (p)
p (λ) = (λ(1)(t))p i g(p)(t) = −K(t)y(0)(t), де

K(t) =

m∑
k=0

λk0(t)A
(1)
k (t) + δ1,h

m∑
k=1

Ck−1
k λk−1

0 (t)A
(0)
k (t)

d

dt
+ δ1,h

m∑
k=2

k−1∑
i=1

λk−1−i
0 (t)

dλi0(t)

dt
A

(0)
k (t),

то з рiвняння (2.38) дiстанемо

(λ(1)(t))py(0)(t) + QKy(0)(t) = 0. (2.39)

Оператор QK вiдображає простiр E на r-вимiрний пiдпростiр E0. Позначимо зву-
ження цього оператора на пiдпростiр E0 через R1. Виходячи з означення оператора Q,
неважко переконатися в тому, що в базисi φk(t), k = 1, r, пiдпростору E0 оператор R1

зображається (r × r)-матрицею

R1(t) =
∥∥(K(t)φi(t), ψj(t)

)∥∥
i,j=1,r

.

Тодi рiвняння (2.39) у базисi пiдпростору E0 матиме вигляд(
R1(t) + (λ(1)(t))pE

)
y(0)(t) = 0,

де E — одинична (r × r)-матриця.
Припустимо, що виконується умова:
5◦. Матриця R1(t) має на вiдрiзку [0;T ] r простих, вiдмiнних вiд нуля власних значень

ηi(t), i = 1, r.
Тодi з останнього рiвняння знайдемо pr рiзних, вiдмiнних вiд нуля функцiй λ(1)(t):

λ(1)(t) = p

√∣∣ηk(t)∣∣[ cos arg(−ηk(t)) + 2π(j − 1)

p
+ i sin

arg(−ηk(t)) + 2π(j − 1)

p

]
,

k = 1, r, j = 1, p,

(2.40)
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i r вiдповiдних векторiв y(0)(t):

y(0)(t) = φ∗
k(t), k = 1, r, (2.41)

де φ∗
k(t), k = 1, r, — власнi вектори матрицi R1(t), що вiдповiдають власним значенням

ηk(t), k = 1, r. Визначивши y(0)(t), за формулою (2.15) знайдемо вектор u(0)(t).
Iншi коефiцiєнти розвинень (2.2), (2.3) знайдемо рекурентним способом. Зафiксуємо

одну з функцiй λ(1)(t) i вiдповiдну вектор-функцiю y(0)(t), якi визначаються формулами
(2.40), (2.41) вiдповiдно. Власне значення i власний вектор матрицi R1(t), яким вони
вiдповiдають, позначимо через η(t) i φ∗(t) . Нехай вiдповiднi функцiї λ(i+1)(t) i вектор-
функцiї u(i)(t) при i < k вже вiдомi. Тодi для визначення функцiї λ(k+1)(t) та вектора
u(k)(t) використаємо умову (2.14) при α = p + k. Згiдно з (2.29), (2.36), (2.37) ця умова
запишеться у виглядi

P (p)
p (λ)y(k)(t) + P (p+k)

p (λ)y(0)(t) +

k−1∑
γ=1

P (p+k−γ)
p (λ)y(γ)(t)+

+

k−1∑
γ=0

p+k−γ∑
i=p+1

min(i,m)∑
j=1

P
(p+k−γ)
i (λ)Q

∂jP (t, λ0(t))

j!∂λj
σi−j+1(H1,H2, . . . , Hm)y(γ)(t)−

−
k−1∑
j=0

k−j∑
i=1

P
(k−j)
i (λ)Qσi+1(H̃1, H̃2, . . . , H̃m)g(p+j)(t)− Qg(p+k)(t) = 0.

Оскiльки P (p)
p (λ) = −η(t), g(p+k)(t) = −K(t)y(k)(t) + g̃(p+k)(t), де g̃(p+k)(t) — вже вiдомий

вектор, то з останнього рiвняння отримаємо

QKy(k)(t)− η(t)y(k)(t) = −P (p+k)
p (λ)y(0)(t)−

k−1∑
γ=1

P (p+k−γ)
p (λ)y(γ)(t)−

−
k−1∑
γ=0

p+k−γ∑
i=p+1

min(i, m)∑
j=1

P
(p+k−γ)
i (λ)Q

∂jP (t, λ0(t))

j!∂λj
σi−j+1(H1,H2, . . . , Hm)y(γ)(t)+

+
k−1∑
j=0

k−j∑
i=1

P
(k−j)
i (λ)Qσi+1(H̃1, H̃2, . . . , H̃m)g(p+j)(t) + Qg̃(p+k)(t). (2.42)

Тодi рiвняння (2.42) в базисi пiдпростору E0 матиме вигляд(
R1(t)− η(t)E

)
y(k)(t) = −P (p+k)

p (λ)φ∗(t) + fk(t), (2.43)

де

fk(t) = −
k−1∑
γ=1

P (p+k−γ)
p (λ)y(γ)(t) +

k−1∑
j=0

k−j∑
i=1

P
(k−j)
i (λ)Qσi+1(H̃1, H̃2, . . . , H̃m)g(p+j)(t)−

−
k−1∑
γ=0

p+k−γ∑
i=p+1

min(i,m)∑
j=1

P
(p+k−γ)
i (λ)Q

∂jP (t, λ0(t))

j!∂λj
σi−j+1(H1,H2, . . . , Hm)y(γ)(t) + Qg̃(p+k)(t)
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— вже вiдомий вектор з пiдпростору E0.
Нехай ψ∗(t) — елемент нуль-простору матрицi

(
R1(t)−η(t)E

)∗, спряженої з матрицею
R1(t)−η(t)E. Оскiльки за умовою 5◦ власне значення η(t) матрицi R1(t) просте, то йому
вiдповiдає жорданiв ланцюжок векторiв завдовжки 1, тобто(

R1(t)− η(t)E
)
φ∗(t) = 0,

а рiвняння (
R1(t)− η(t)E

)
y = φ∗(t)

нерозв’язне вiдносно вектора y, звiдки(
φ∗(t), ψ∗(t)

)
̸= 0, ∀t ∈ [0;T ].

Вектор ψ∗(t) виберемо так, щоб виконувалось спiввiдношення(
φ∗(t), ψ∗(t)

)
= 1, ∀t ∈ [0;T ].

Використавши умову розв’язностi рiвняння (2.43), матимемо

P (p+k)
p (λ) =

(
fk(t), ψ

∗(t)
)
. (2.44)

Вираз P
(p+k)
p (λ) запишемо у виглядi P (p+k)

p (λ) = pλ(k+1)(t)(λ(1)(t))p−1 + P̃
(p+k)
p (λ), де

доданок P̃
(p+k)
p (λ) мiстить лише тi функцiї λ(i)(t), в яких i ≤ k. Тодi з рiвняння (2.44)

дiстанемо

λ(k+1)(t) =

(
fk(t), ψ

∗(t)
)
− P̃

(p+k)
p (λ)

p(λ(1)(t))p−1
. (2.45)

Тепер рiвняння (2.43) буде розв’язним i з нього знайдемо

y(k)(t) = H̃(t)f̃k(t), (2.46)

де H̃(t) — матриця, напiвобернена до матрицi R1(t) − η(t)E, а f̃k(t) — вираз у правий
частинi рiвняння (2.43). Визначивши вектор y(k)(t), за формулою (2.16) знайдемо вектор
u(k)(t).

Рекурентнi формули (2.41), (2.15), (2.46), (2.16), (2.12), (2.40), (2.45) дають змогу
визначити будь-якi коефiцiєнти формальних розвинень (2.2), (2.3). Iснування похiдних,
якi входять в цi формули, гарантується умовою 2◦ та вiдповiдною гладкiстю функцiї
λ0(t), вектор-функцiй φ∗(t), ψ∗(t), φi(t), ψi(t), i = 1, r, та матриць H(t), H̃(t). Згiдно з
(2.40) описаним способом можна знайти pr рiзних формальних розв’язкiв системи (1.1).

2.2. Побудова розв’язкiв другої групи, якi вiдповiдають нескiнченним
елементарним дiльникам

Слiдуючи [6], другу групу розв’язкiв системи (1.1), якi вiдповiдають нескiнченним
елементарним дiльникам граничної в’язки матриць (1.3), шукатимемо у виглядi

x(t, ν) = v(t, ν) exp

(
ν−qh−1

∫ t

0

dτ

ξ(τ, ν)

)
, (2.47)
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де n-вимiрний вектор v(t, ν) i скалярна функцiя ξ(t, ν) зображаються у виглядi формаль-
них розвинень

v(t, ν) =

∞∑
k=0

νkv(k)(t), (2.48)

ξ(t, ν) =

∞∑
k=0

νkξ(k)(t), (2.49)

за степенями ν = q
√
ε.

Використавши формули (2.4), (2.5), матимемо

dkx

dtk
=

k∑
i=0

i∑
j=0

ν−(qh+1)jCi
k

dk−iv(t, ν)

dtk−i
Di−j [ξ

−j ] exp

(
ν−qh−1

∫ t

0

dτ

ξ(τ, ν)

)
, k = 0,m, (2.50)

де

Di−j [ξ
−j ] =

∑
s1+s2+···+sj=i−j

j∏
α=1

Γsα [ξ
−1], j = 1, i, i = 1,m.

Пiдставивши вектори (2.50) у систему (1.1), отримаємо

m∑
k=0

k∑
i=0

i∑
j=0

νq(k−j)h−jCi
kDi−j [ξ

−j ]Ak(t, ε)
dk−iv(t, ν)

dtk−i
= 0.

Помноживши цю рiвнiсть на функцiю νmξm(t, ν), а потiм, видiливши тут доданки, в яких
k = i = j, та взявши до уваги, що D0[ξ

α] = ξα(t, ν), дiстанемо

m∑
k=0

νm−kD0[ξ
m−k]Ak(t, ε)v(t, ν) +

m∑
k=2

k−1∑
j=1

νq(k−j)h+m−jD0[ξ
m]Dk−j [ξ

−j ]Ak(t, ε)v(t, ν)+

+

m∑
k=1

k−1∑
i=0

i∑
j=0

νq(k−j)h+m−jCi
kD0[ξ

m]Di−j [ξ
−j ]Ak(t, ε)

dk−iv(t, ν)

dtk−i
= 0.

(2.51)

Подамо шукану функцiю 1
ξ(t,ν) = ξ̃(t, ν) у виглядi формального ряду за степенями пара-

метра ν:

ξ̃(t, ν) =
∞∑
k=0

νkξ̃(k)(t),

коефiцiєнти якого визначаються за рекурентними формулами

ξ̃(0)(t) =
1

ξ(0)(t)
,

ξ̃(k)(t) = −
∑k

j=1 ξ
(j)(t)ξ̃(k−j)(t)

ξ(0)(t)
, k = 1, 2, . . . .

ISSN 0203–3755 Динамические системы, том 3(31), No.3-4



266 С.П. ПАФИК

Згiдно з (2.7), (2.8) маємо

Di−j [ξ̃
j ] =

∞∑
k=0

νkD
(k)
i−j [ξ̃

j ], j = 1, i, i = 1,m, (2.52)

де

D
(k)
i−j [ξ̃

j ] =
∑

s1+···+sj=i−j

∑
k1+···+kj=k

j∏
α=1

Γ(kα)
sα [ξ̃], j = 1, i, i = 1,m.

Пiдставивши в (2.51) розвинення (1.2), (2.48), (2.49), (2.52) i прирiвнявши вирази при
однакових степенях ν, дiстанемо нескiнченну систему алгебраїчних рiвнянь

A(0)
m (t)v(0)(t) = 0; (2.53)

A(0)
m (t)v(α)(t) = a(α)(t), α = 1, 2, . . . ; (2.54)

де

a(α)(t) = −
m−1∑
k=0

α−m+k∑
β=0

D
(β)
0 [ξm−k]A

(0)
k (t)v(α−β−m+k)(t) + g(α)(t), α = 1, 2, . . . ; (2.55)

g(α)(t) = g
(α)
1 (t) + g

(α)
2 (t) + g

(α)
3 (t), α = q, q + 1, . . . ;

g
(α)
1 (t) = −

m∑
k=0

α−q−m+k∑
β=0

[
α−β−m+k

q

]∑
γ=1

D
(β)
0 [ξm−k]A

(γ)
k (t)v(α−β−γq+k−m)(t), α = q, q + 1, . . . ;

g
(α)
2 (t) = −

m∑
k=2

k−1∑
j=1

α−θ(k,j)∑
β=0

α−β−θ(k,j)∑
γ=0

[
α−β−γ−θ(k,j)

q

]∑
δ=0

D
(β)
0 [ξm]D

(γ)
k−j [ξ̃j ]A

(δ)
k (t)v(α−β−γ−δq−θ(k,j))(t),

α = qh+m− 1, qk +m, . . . ;

g
(α)
3 (t) = −

m∑
k=1

k−1∑
i=0

i∑
j=0

α−θ(k,j)∑
β=0

α−β−θ(k,j)∑
γ=0

[
α−β−γ−θ(k,j)

q

]∑
δ=0

Ci
kD

(β)
0 [ξm]D

(γ)
i−j [ξ̃

j ]A
(δ)
k (t)×

× dk−iv(α−β−γ−δq−θ(k,j))(t)

dtk−i
;α = qh+m, qk +m+ 1, . . . ; θ(k, j) = q(k − j)h+m− j.

Покажемо, що з цiєї системи можна послiдовно визначити будь-якi коефiцiєнти роз-
винень (2.48), (2.49). Система (2.54) сумiсна тодi i тiльки тодi, коли виконується умова(

a(α)(t), ψ̃j(t)
)
= 0, j = 1, s, α = 1, 2, . . . , (2.56)

де ψ̃j(t), j = 1, s, — базиснi елементи нуль-простору матрицi
(
A

(0)
m (t)

)∗, спряженої до мат-
рицi A(0)

m (t). Введемо оператор проектування Q̃, який вiдображає n-вимiрний векторний
простiр E на його s-вимiрний пiдпростiр Ẽ0, наступним чином:

Q̃v(t) =
s∑

j=1

(
v(t), ψ̃j(t)

)
φ̃j(t), ∀v(t) ∈ E,
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де φ̃j(t), j = 1, s, — базиснi елементи нуль-простору матрицi A(0)
m (t). Пiдпростiр Ẽ0 є

лiнiйною оболонкою векторiв φ̃j(t), j = 1, s, якi визначимо так, щоб виконувались вклю-
чення φ̃j(t) ∈ C∞[0;T ], j = 1, s. Тодi умова (2.56) буде еквiвалентна наступнiй:

Q̃a(α)(t) = 0, α = 1, 2, . . . . (2.57)

За виконання умови (2.57) вектори v(α)(t), α = 0, 1, . . . , визначатимемо за формулами

v(0)(t) = z(0)(t), (2.58)

v(α)(t) = G(t)a(α)(t) + z(α)(t), α = 1, 2, . . . , (2.59)

де G(t) — матриця, напiвобернена до A(0)
m (t), яку визначимо так, щоб G(t) ∈ C∞[0;T ], а

z(α)(t) — вектори з пiдпростору Ẽ0, якi необхiдно визначити.
Виразимо вектори a(α)(t), α = 1, 2, . . . , через шуканi функцiї ξ(j)(t) i вектор-функцiї

z(j)(t), j = 0, 1, . . . . Пiдставляючи послiдовно (2.58), (2.59) у (2.55) при α < q, матимемо

a(1)(t) = −D(0)
0 [ξ1]A

(0)
m−1(t)z

(0)(t),

a(2)(t) = D
(0)
0 [ξ2]

[
A

(0)
m−1(t)G(t)A

(0)
m−1(t)−A

(0)
m−2(t)

]
z(0)(t)−D

(1)
0 [ξ1]A

(0)
m−1(t)z

(0)(t)−

−D
(0)
0 [ξ1]A

(0)
m−1(t)z

(1)(t).

Взявши до уваги, що

A
(0)
m−j(t) =

∂jM(t, 0)

j!∂ωj
, j = 1,m,

де

M(t, ω) =

m∑
j=0

ωjA
(0)
m−j(t), (2.60)

i ввiвши позначення Gj(t) = −G(t)∂
jM(t,0)
j!∂ωj , j = 1,m, вектори a(1)(t), a(2)(t) подамо у

виглядi

a(1)(t) = −D(0)
0 [ξ1]

∂M(t, 0)

1!∂ω
z(0)(t),

a(2)(t) = −D(0)
0 [ξ2]

[∂M(t, 0)

1!∂ω
G1(t) +

∂2M(t, 0)

2!∂ω2

]
z(0)(t)−D

(1)
0 [ξ1]

∂M(t, 0)

1!∂ω
z(0)(t)−

−D
(0)
0 [ξ1]

∂M(t, 0)

1!∂ω
z(1)(t).

Нарештi, скориставшись формулами (2.22), (2.23), дiстанемо

a(1)(t) = −D(0)
0 [ξ1]

∂M(t, 0)

1!∂ω
σ1(G1, G2, . . . , Gm)z(0)(t),

a(2)(t) = −D(0)
0 [ξ2]

[∂M(t, 0)

1!∂ω
σ2(G1, G2, . . . , Gm) +

∂2M(t, 0)

2!∂ω2
σ1(G1, G2, . . . , Gm)

]
z(0)(t)−

−D
(1)
0 [ξ1]

∂M(t, 0)

1!∂ω
σ1(G1, G2, . . . , Gm)z(0)(t)−D

(0)
0 [ξ1]

∂M(t, 0)

1!∂ω
σ1(G1, G2, . . . , Gm)z(1)(t).
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Методом математичної iндукцiї встановимо, що в загальному випадку

a(α)(t) = −
α−1∑
k=0

α−k∑
i=1

min(i,m)∑
j=1

D
(α−k−i)
0 [ξi]

∂jM(t, 0)

j!∂ωj
σi−j+1(G1, G2, . . . , Gm)z(k)(t),

α = 1, q − 1.

(2.61)

При α ≥ q у складi a(α)(t) з’являються вирази g(α)(t), α = q, q + 1, . . . . Тому, продов-
живши пiдстановку (2.58), (2.59) у (2.55), дiстанемо вирази вигляду (2.61) та вирази, що
мiстять вектори g(α)(t). Позначивши останнi через ã(α)(t), α = q, q + 1, . . . , виразимо їх
через функцiї ξ(j)(t), j = 0, 1, . . . . При α = q, q + 1, q + 2 матимемо

ã(q)(t) = g(q)(t),

ã(q+1)(t) = −D(0)
0 [ξ1]

∂M(t, 0)

1!∂ω
G(t)g(q)(t) + g(q+1)(t),

ã(q+2)(t) = D
(0)
0 [ξ2]

[(∂M(t, 0)

1!∂ω
G(t)

)2
− ∂2M(t, 0)

2!∂ω2
G(t)

]
g(q)(t)−D

(1)
0 [ξ1]

∂M(t, 0)

1!∂ω
G(t)g(q)(t)−

−D
(0)
0 [ξ1]

∂M(t, 0)

1!∂ω
G(t)g(q+1)(t) + g(q+2)(t).

Ввiвши позначення G̃j(t) = −∂jM(t,0)
j!∂ωj G(t), j = 1,m, i, скориставшись формулами (2.22),

(2.23), дiстанемо

ã(q+1)(t) = D
(0)
0 [ξ1]σ2(G̃1, G̃2, . . . , G̃m)g(q)(t) + g(q+1)(t),

ã(q+2)(t) =
[
D

(0)
0 [ξ2]σ3(G̃1, G̃2, . . . , G̃m) +D

(1)
0 [ξ1]σ2(G̃1, G̃2, . . . , G̃m)

]
g(q)(t)+

+D
(0)
0 [ξ1]σ2(G̃1, G̃2, . . . , G̃m)g(q+1)(t) + g(q+2)(t).

Провiвши iндукцiю по α, встановимо, що в загальному випадку

ã(α)(t) =

α−q−1∑
j=0

α−q−j∑
i=1

D
(α−q−j−i)
0 [ξi]σi+1(G̃1, G̃2, . . . , G̃m)g(q+j)(t)+g(α)(t), α = q, q+1, . . . .

(2.62)
Об’єднавши формули (2.61), (2.62), матимемо

a(α)(t) = −
α−1∑
k=0

α−k∑
i=1

min(i,m)∑
j=1

D
(α−k−i)
0 [ξi]

∂jM(t, 0)

j!∂ωj
σi−j+1(G1, G2, . . . , Gm)z(k)(t)+

+

α−q−1∑
j=0

α−q−j∑
i=1

D
(α−q−j−i)
0 [ξi]σi+1(G̃1, G̃2, . . . , G̃m)g(q+j)(t) + g(α)(t), α = 1, 2, . . . . (2.63)

Перейдемо тепер до визначення функцiй ξ(j)(t), i векторiв z(j)(t), j = 0, 1, . . . . Оскiль-
ки за умовою 4◦ в’язка матриць (1.3) має s нескiнченних елементарних дiльникiв крат-
нiстю q, то згiдно з [4] нульовому власному значенню симетричної в’язки матриць (2.60)
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вiдповiдає s жорданових ланцюжокiв векторiв завдовжки q кожний. Вектори цих лан-
цюжкiв складаються з власних векторiв φ̃k(t), k = 1, s, та вiдповiдних приєднаних век-
торiв φ̃(i)

k (t), k = 1, s, i = 2, q, якi задовольняють спiввiдношення

M(t, 0)φ̃k(t) = 0, k = 1, s; (2.64)

M(t, 0)φ̃
(i)
k (t) +

min(i−1,m)∑
j=1

∂jM(t, 0)

j!∂ωj
φ̃
(i−j)
k (t) = 0, k = 1, s, i = 2, q. (2.65)

При цьому рiвняння

M(t, 0)z̃k +

min(q,m)∑
j=1

∂jM(t, 0)

j!∂ωj
φ̃
(q−j+1)
k (t) = 0, k = 1, s,

нерозв’язнi вiдносно векторiв z̃k. Приєднанi вектори цих ланцюжкiв виражаються через
власнi вектори за формулою

φ̃
(i)
k (t) = σi(G1, G2, . . . , Gm)φ̃k(t), k = 1, s, i = 2, q. (2.66)

Жорданiв набiр власних i приєднаних векторiв, якi вiдповiдають нескiнченним елемен-
тарним дiльникам в’язки матриць (1.3) є повним, тобто

det

∥∥∥∥∥∥
min(q,m)∑

k=1

∂kM(t, 0)

k!∂ωk
φ̃
(q−k+1)
i (t), ψ̃j(t)

∥∥∥∥∥∥
i,j=1,s

̸= 0, ∀t ∈ [0;T ]. (2.67)

Виходячи з (2.67), вектори ψ̃j(t), j = 1, s, визначимо так, щоб виконувались спiввiдно-
шення min(q,m)∑

k=1

∂kM(t, 0)

k!∂ωk
φ̃
(q−k+1)
i (t), ψ̃j(t)

 = δij , i, j = 1, s, (2.68)

якi, з врахуванням (2.66), запишуться у виглядimin(q,m)∑
k=1

∂kM(t, 0)

k!∂ωk
σq−k+1(G1, G2, . . . , Gm)φ̃i(t), ψ̃j(t)

 = δij , i, j = 1, s. (2.69)

Виходячи з розв’язностi рiвнянь (2.64), (2.65) та спiввiдношень (2.66), (2.69), встанов-
люємо такi властивостi оператора Q̃: якщо вектор v(t) ∈ Ẽ0, то

min(i,m)∑
k=1

Q̃
∂kM(t, 0)

k!∂ωk
σi−k+1(G1, G2, . . . , Gm)v(t) = 0, i = 1, q − 1, (2.70)

min(q,m)∑
k=1

Q̃
∂kM(t, 0)

k!∂ωk
σq−k+1(G1, G2, . . . , Gm)v(t) = v(t). (2.71)
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Згiдно з (2.63), (2.70), (2.71) при α < q умова (2.57) виконується, а при α = q запи-
шеться у виглядi

D
(0)
0 [ξq]z(0)(t)− Q̃g(q)(t) = 0.

Оскiльки D(0)
0 [ξq] = (ξ(0)(t))q, g(q)(t) = −A(1)

m (t)z(0)(t), то звiдси маємо

(ξ(0)(t))qz(0)(t) + Q̃A(1)
m (t)z(0)(t) = 0. (2.72)

Оператор Q̃A(1)
m вiдображає простiр E на s-вимiрний пiдпростiр Ẽ0. Позначимо зву-

ження цього оператора на пiдпростiр Ẽ0 через R2. Неважко переконатися, що в базисi
φ̃k(t), k = 1, s, пiдпростору Ẽ0 оператор R2 зображається (s× s)-матрицею

R2(t) =
∥∥(A(1)

m (t)φ̃i(t), ψ̃j(t)
)∥∥

i,j=1,s
.

Тодi в базисi пiдпростору Ẽ0 рiвняння (2.72) матиме вигляд(
R2(t) + (ξ(0)(t))qE

)
z(0)(t) = 0,

де E — одинична матриця s-го порядку.
Припустимо, що виконується умова:
6◦. Матриця R2(t) має на вiдрiзку [0;T ] s простих, вiдмiнних вiд нуля власних значень

θj(t), j = 1, s.
Тодi з останнього рiвняння визначимо qs рiзних, вiдмiнних вiд нуля функцiй ξ(0)(t):

ξ(0)(t) = q

√∣∣θk(t)∣∣[ cos arg(−θk(t)) + 2π(j − 1)

q
+ i sin

arg(−θk(t)) + 2π(j − 1)

q

]
,

k = 1, s, j = 1, q,

(2.73)

i s вiдповiдних векторiв z(0)(t):

z(0)(t) = φ̃∗
k(t), k = 1, s, (2.74)

де φ̃∗
k(t), k = 1, s, — власнi вектори матрицi R2(t), що вiдповiдають власним значенням

θk(t), k = 1, s. Визначивши вектор z(0)(t), за формулою (2.58) знайдемо вектор v(0)(t).
Таким чином, функцiю ξ(0)(t) i вектор v(0)(t) визначено. Наступнi коефiцiєнти роз-

винень (2.48), (2.49) можна знайти рекурентним способом. Зафiксуємо одну з функцiй
ξ(0)(t) та вiдповiдну вектор-функцiй v(0)(t), якi визначаються за формулами (2.73), (2.74)
вiдповiдно. Власне значення i власний вектор матрицi R2(t), яким вони вiдповiдають по-
значимо через θ(t) i φ̃∗(t). Нехай вiдповiднi функцiї ξ(j)(t) i вектор-функцiї v(j)(t) при
j < k вже вiдомi. Тодi для визначення функцiї ξ(k)(t) та вектор-функцiї v(k)(t) викори-
стаємо умову (2.57) при α = q + k. Згiдно з (2.63), (2.70), (2.71) ця умова запишеться у
виглядi

D
(0)
0 [ξq]z(k)(t) +D

(k)
0 [ξq]z(0)(t) +

k−1∑
γ=1

D
(k−γ)
0 [ξq]z(γ)(t)+

+

k−1∑
γ=0

q+k−γ∑
i=q+1

min(i,m)∑
j=1

D
(q+k−γ−i)
0 [ξi]Q̃

∂jM(t, 0)

j!∂ωj
σi−j+1(G1, G2, . . . , Gm)z(γ)(t)−

−
k−1∑
j=0

k−j∑
i=1

D
(k−j−i)
0 [ξi]Q̃σi+1(G̃1, G̃2, . . . , G̃m)g(q+j)(t)− Q̃g(q+k)(t) = 0.
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ОскiлькиD(0)
0 [ξq] = −θ(t), g(q+k)(t) = −A(1)

m (t)z(k)(t)+g̃(q+k)(t), де g̃(q+k)(t) — вже вiдомий
вектор згiдно з припущенням iндукцiї, то з останньої рiвнiстi отримаємо

Q̃A(1)
m z(k)(t)− θ(t)z(k)(t) = −D(k)

0 [ξq]z(0)(t)−
k−1∑
γ=1

D
(k−γ)
0 [ξq]z(γ)(t)−

−
k−1∑
γ=0

q+k−γ∑
i=q+1

min(i, m)∑
j=1

D
(q+k−γ−i)
0 [ξi]Q̃

∂jM(t, 0)

j!∂ωj
σi−j+1(G1, G2, . . . , Gm)z(γ)(t)+

+

k−1∑
j=0

k−j∑
i=1

D
(k−j−i)
0 [ξi]Q̃σi+1(G̃1, G̃2, . . . , G̃m)g(q+j)(t) + Q̃g̃(q+k)(t). (2.75)

Тодi рiвняння (2.75) в базисi пiдпростору Ẽ0 запишеться у виглядi(
R2(t)− θ(t)E

)
z(k)(t) = −D(k)

0 [ξq]φ̃∗(t) + dk(t), (2.76)

де

dk(t) = −
k−1∑
γ=0

q+k−γ∑
i=q+1

min(i,m)∑
j=1

D
(q+k−γ−i)
0 [ξi]Q̃

∂jM(t, 0)

j!∂ωj
σi−j+1(G1, G2, . . . , Gm)z(γ)(t)−

−
k−1∑
γ=1

D
(k−γ)
0 [ξq]z(γ)(t) +

k−1∑
j=0

k−j∑
i=1

D
(k−j−i)
0 [ξi]Q̃σi+1(G̃1, G̃2, . . . , G̃m)g(q+j)(t) + Q̃g̃(q+k)(t)

— вже вiдомий вектор з пiдпростору Ẽ0.
Нехай ψ̃∗(t) — елемент нуль-простору матрицi

(
R2(t)−θ(t)E

)∗, спряженої з матрицею
R2(t)− θ(t)E, який виберемо так, щоб виконувалось спiввiдношення(

φ̃∗(t), ψ̃∗(t)
)
= 1, ∀t ∈ [0;T ].

Використавши умову розв’язностi рiвняння (2.76), матимемо

D
(k)
0 [ξq] =

(
dk(t), ψ̃

∗(t)
)
.

Оскiльки D
(k)
0 [ξq] = qξ(k)(t)(ξ(0)(t))q−1 + D̃

(k)
0 [ξq], де доданок D̃

(k)
0 [ξq] мiстить лише тi

функцiї ξ(j)(t), iндекси яких меншi k, то

ξ(k)(t) =

(
dk(t), ψ̃

∗(t)
)
− D̃

(k)
0 [ξq]

q(ξ(0)(t))q−1
. (2.77)

Тепер вектор z(k)(t) визначимо з рiвняння (2.76) за формулою

z(k)(t) = G̃(t)d̃k(t), (2.78)

де G̃(t) — матриця, напiвобернена до R2(t) − θ(t)E, а d̃k(t) — вираз у правий частинi
рiвняння (2.76). Визначивши вектор z(k)(t), за формулою (2.59) знайдемо вектор v(k)(t).
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Отриманi формули дають можливiсть визначити будь-якi коефiцiєнти розвинень
(2.48), (2.49). Iснування похiдних, якi входять в цi формули, гарантується умовою 2◦ та
вiдповiдною гладкiстю вектор-функцiй φ̃∗(t), ψ̃∗(t), φ̃j(t), ψ̃j(t), j = 1, s i матриць G(t),
G̃(t). Згiдно з (2.73) таким способом можна побудувати qs рiзних формальних розв’язкiв
системи (1.1).

Потрiбно вiдзначити, що вiдмiннiсть вiд нуля власних значень матрицi R2(t) забез-
печує неособливiсть матрицi Am(t, ε) при досить малих ε, а це згiдно з [5] забезпечує
iснування в системи (1.1) mn лiнiйно незалежних розв’язкiв.

3. Результати

Теорема. Якщо виконуються умови 1◦ − 6◦, то на вiдрiзку [0;T ] система диферен-
цiальних рiвнянь (1.1), має pr формальних розв’язкiв вигляду

xi(t, µ) = ui(t, µ) exp

(
ε−h

∫ t

0
λi(τ, µ)dτ

)
, i = 1, pr,

що вiдповiдають скiнченним елементарним дiльникам граничної в’язки матриць (1.3), i
qs розв’язкiв вигляду

xj(t, ν) = vj(t, ν) exp

(
ν−qh−1

∫ t

0

dτ

ξj(τ, ν)

)
, j = 1, qs,

якi вiдповiдають нескiнченним елементарним дiльникам цiєї в’язки, де ui(t, µ), vj(t, ν)
— n-вимiрнi вектори, а λi(t, µ), ξj(t, ν) — скалярнi функцiї, якi зображаються у виглядi
формальних розвинень (2.2), (2.3), (2.48), (2.49) за степенями параметрiв µ = p

√
ε та ν =

q
√
ε вiдповiдно. Коефiцiєнти цих розвинень визначаються за рекурентними формулами

(2.41), (2.15), (2.46), (2.16), (2.12), (2.40), (2.45), (2.74), (2.58), (2.78), (2.59), (2.73), (2.77).
Зазначимо, що дана теорема поширюється i на той випадок, коли головна матриця

A
(0)
m (t) при старшiй похiдний у системi (1.1) неособлива. У цьому випадку гранична в’язка

матриць (1.3) матиме тiльки скiнченнi елементарнi дiльники, яким вiдповiдає pr = mn
розв’язкiв вигляду (2.1).

4. Асимптотичнi властивостi формальних розв’язкiв

Формальнi розв’язки, якi будуються за вказаним алгоритмом, лiнiйно незалежнi в то-
му розумiннi, що такими будуть l — наближення, утворенi шляхом обривання розвинень
(2.2), (2.3), (2.48), (2.49) на l -му членi, якщо l ≥ max(p− 1, q − 1).

Методами робiт [6, 9], можна довести, що цi розв’язки є асимптотичним розвиненням
точних лiнiйно незалежних розв’язкiв системи (1.1) при ε −→ 0, якщо функцiї Re

(
λ0(t)+∑ph−1

k=1 µkλ
(k)
i (t)

)
, i = 1, pr, i Re

(∑qh
k=0 ν

kξ
(k)
j (t)

)
, j = 1, qs, не змiнюють знак на заданому

вiдрiзку [0; T ]. Для цього необхiдно звести систему (1.1) до еквiвалентної системи рiвнянь
першого порядку i застосувати процедуру оцiнки нев’язки, описану в [6, 9]. У результатi
отримаємо такi асимптотичнi оцiнки

∥xi(t, ε)− x
(l)
i (t, ε)∥ ≤ ciε

δ(l+1−ph))+p(1−δ)
pδ sup

t∈[0;T ]
exp

(
ε−h

∫ t

t0

Re
(
λ0(τ) +

ph−1∑
k=1

µkλ
(k)
i (τ)

)
dτ

)
;
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∥∥∥∥∥dkxi(t, ε)dtk
−
dkx

(l)
i (t, ε)

dtk

∥∥∥∥∥ ≤

≤ ciε
δ(l+1−ph))+p(1−δ)

pδ ε−kh sup
t∈[0;T ]

exp

(
ε−h

∫ t

t0

Re
(
λ0(τ) +

ph−1∑
k=1

µkλ
(k)
i (τ)

)
dτ

)
;

i = 1, pr, для розв’язкiв першої групи, що вiдповiдають скiнченним елементарним дiль-
никам, i

∥xj(t, ε)− x
(l)
j (t, ε)∥ ≤ c̃jε

δ(l−qh)+q(1−δ)
qδ sup

t∈[0;T ]
exp

(
ε

−qh−1
q

∫ t

t0

Re
(∑qh

k=0 ν
kξ

(k)
j (τ)

)
|ξ(l)(τ, ν)|2

dτ

)
;

∥∥∥∥∥dkxj(t, ε)dtk
−
dkx

(l)
j (t, ε)

dtk

∥∥∥∥∥ ≤

≤ c̃jε
δ(l−qh)+q(1−δ)

qδ ε−kh sup
t∈[0;T ]

exp

(
ε

−qh−1
q

∫ t

t0

Re
(∑qh

k=0 ν
kξ

(k)
j (τ)

)
|ξ(l)(τ, ν)|2

dτ

)
,

j = 1, qs, — для розв’язкiв другої групи, якi вiдповiдають нескiнченним елементарним
дiльникам граничної в’язки матриць матриць P (t, λ), де xi(t, ε), xj(t, ε) — точнi розв’язки
системи (1.1), x(l)i (t, ε), x(l)j (t, ε) — вiдповiднi l — наближення, ci, c̃j — деякi сталi, що не
залежать вiд ε, δ = max(p, q).

5. Висновки

У статтi побудовано асимптотику лiнiйно незалежних розв’язкiв системи (1.1) у ви-
падку кратного спектра характеристичного полiнома (1.3). У даний роботi вперше роз-
глянуто випадок, коли характеристичний полiном має кiлька скiнченних i нескiнченних
елементарних дiльникiв однакової кратностi.

Встановлено кiлькiсть розв’язкiв системи (1.1). Виведено рекурентнi формули за яки-
ми будуються вiдповiднi формальнi розв’язки системи (1.1). Наведено умову за виконан-
ня якої отриманi розв’язки є лiнiйно незалежними. Наведено вiдповiднi асимптотичнi
оцiнки.
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