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Аннотация. Показано, что экстремальная задача для вариационного функционала Эйлера-Лагранжа
в многомерной области в принципе может быть решена без использования уравнения Якоби. При этом
один из двух возможных случаев не требует ограничения на меру области, во втором случае возникает
ограничение на меру n-мерного прямоугольника, содержащего данную область. Задача рассмотрена
как в классическом C1-случае, так и в случае пространств Соболева W 1,p. Рассмотрены некоторые
приложения.
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Введение

Классическая схема исследования на локальный экстремум одномерного вариаци-
онного функционала, как хорошо известно [5], [19], предполагает решение уравнения
Эйлера-Лагранжа и проверку для найденной экстремали усиленного условия Лежандра
и условия Якоби отсутствия сопряженных точек для уравнения Якоби.

Последний шаг является наиболее трудоемким; при этом требуется решить достаточ-
но сложное уравнение для получения сравнительно небольшой информации о необраще-
нии в нуль его решения.

В многочисленных работах (см. например, [1], [17]) исследовались условия, позволя-
ющие исключить уравнение Якоби из схемы исследования на экстремум в одномерных
вариационных задачах. Как правило, это дополнительные условия на функцию эксцес-
са Вейерштрасса, сами по себе также не очень простые. Недавно в работах первого из
авторов ([24], [26]) были получены достаточные условия другого типа, содержащие толь-
ко оценку длины промежутка. Показано, что в одном из двух теоретически возможных
случаев, определяемых формой интегранта на экстремали, усиленное условие Лежандра
fy′y′(x, y, y

′) ̸= 0 является достаточным условием экстремума без каких-либо дополни-
тельных ограничений, во втором же возможном случае возникает дополнительное огра-
ничение на длину промежутка.

Целью настоящей работы является перенос результатов [24], [26] на многомерный
случай. Мы рассматриваем вариационный функционал

Φ(y) =

∫
D

f(x, y,∇y)dx,

где y ∈ C1(D), D — компактная область в Rn с липшицевой границей.
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Отметим, что перенос условия Якоби на случай многомерного уравнения Якоби

−
n∑

j=1

∂

∂xj

[ n∑
i=1

∂2f

∂zi∂zj
· ∇U

]
+

[
−

n∑
j=1

∂

∂xj

(
∂2f

∂y∂zj

)
+

∂2f

∂y2

]
· U = 0 (U |∂D= 0)

(а именно, переход к условию отсутствия сопряженной подобласти в D, в которой при
нулевом граничном условии уравнение Якоби имеет ненулевое решение) оказался труд-
ной задачей. Эта задача была окончательно решена только в 60-х—70-х годах XX века
усилиями ряда выдающихся математиков (обзор теории см. например, в [6], [12]–[15]).
При этом, в отличие от одномерного случая, многомерное условие Якоби приняло неал-
горитмичную форму, делающую его практическое применение крайне затруднительным.
Таким образом, вопрос об исключении уравнения Якоби в многомерном случае ещё более
актуален, чем в одномерном.

1. Многомерное неравенство Фридрихса с оценкой меры области

Через D мы обозначим ограниченную область в пространстве Rn с липшицевой гра-
ницей Γ. Обозначим для краткости через M линеал функций u(x), непрерывных со сво-
ими частными производными 1-го порядка включительно в D (т.е. множество C1(D)).
Хорошо известно классическое неравенство Фридрихса в многомерной области.

Теорема 1 ([10], с. 186). Пусть D — область в Rn, обладающая липшицевой границей.
Тогда существуют неотрицательные постоянные c1, c2, зависящие от рассматривае-
мой области, но не зависящие от функций из M , такие что для любой функции u ∈ M∫

D

u2(x)dx ≤ c1

n∑
k=1

∫
D

(
∂u

∂xk

)2

dx+ c2

∫
Γ

u2(l)dl.

(a) Рассмотрим одномерный случай: n = 1.
В этом случае неравенство Фридрихса может быть записано в любой из следующих
форм:

b∫
a

u2(x)dx ≤ c1

b∫
a

u′
2
(x)dx+ c2u

2(a),

b∫
a

u2(x)dx ≤ c1

b∫
a

u′
2
(x)dx+ c2u

2(b),

b∫
a

u2(x)dx ≤ c1

b∫
a

u′
2
(x)dx+ c2[u

2(a) + u2(b)]. (1)

Постоянные в приведенных выше неравенствах обозначены одними и теми же символами
c1, c2. Конечно, c1, c2 могут иметь различные значения в каждом из этих неравенств.
Например: c1 = 4(b− a)2/π2; c2 = 2(b− a)/π.

Следствие 1. Если функции линеала M удовлетворяют дополнительным условиям, а
именно условиям u(a) = 0, или u(b) = 0, или одновременно u(a) = 0, u(b) = 0, то для
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этих специальных случаев получаются соответствующие частные случаи приведен-
ных выше оценок. В частности, если мы обозначим через M1 линеал таких функций
из M , которые удовлетворяют условию u(a) = 0, u(b) = 0, то с помощью (1) можно

получить оценку
b∫

a

u2(x)dx ≤ (b− a)2

π2

b∫
a

u′
2
(x)dx.

(b) Рассмотрим многомерный случай: n > 1.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 верна следующая формула:∫
· · ·

∫
D

u2(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn ≤

≤ c1

∫
· · ·

∫
D

[(
∂u

∂x1

)2

+ · · ·+
(

∂u

∂xn

)2
]
dx1 . . . dxn + c2

∮
Γ

u2(l)dl

В случае, когда область D содержится в некотором n–мерном прямоугольнике:
D ⊂ [a1; b1]×· · ·× [an; bn] = D̂ ⊂ Rn, при условии u |Γ= 0, неравенство Фридрихса может
быть записано в следующей форме:∫

D

u2(x)dx ≤ C̃(D) ·
∫
D

[
n∑

k=1

(
∂u

∂xk

)2
]
dx = C̃(D) ·

∫
D

∥∇u∥2dx. (2)

Постоянная C̃(D) в приведенном выше неравенстве может иметь различные значения.

Например, можно взять C̃(D) = 1/(π2A), где A =
n∑

k=1

(
1/(bk − ak)

2
)
. Тогда неравенство

Фридрихса (2) принимает вид:∫
D

u2(x)dx ≤ 1

π2A

∫
D

[
n∑

k=1

(
∂u

∂xk

)2
]
dx. (3)

В этом случае

C̃(D) = 1/π2
n∑

k=1

(
1/(bk − ak)

2
)
. (4)

(c) Покажем теперь, как можно выразить константу (4) через меру прямоугольника

D̂ ⊃ D. Поскольку D̂ =

n∏
k=1

(ak; bk), то mes2n(D̂) = (b1 − a1)
2 × · · · × (bn − an)

2. Приме-

няя соотношение между средним арифметическим и средним геометрическим, из (4),
нетрудно найти:

C̃(D) ≤ 1

π2 · n

(
mesn(D̂)

) 2
n
. (5)
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2. Исключение условия Якоби в гладком случае

Рассмотрим классический вариационный функционал Эйлера–Лагранжа

Φ(y) =

∫
D

f(x, y,∇y)dx (y ∈ C1(D)), (6)

где y |∂D= 0, f ∈ C2(Rn
x × Ry × Rn

z ), ∇zfy ∈ C1(Rn
x × Ry × Rn

z ), D – компактная область

с липшицевой границей, где ∇zfy – градиент по z от fy =
∂f

∂y
.

Мы собираемся показать, что при выполнении уравнения Эйлера–Лагранжа
∂f

∂y
(x, 0, 0) −

n∑
j=1

∂

∂xj

(
∂f

∂zj
(x, 0, 0)

)
= 0, и усиленного условия Лежандра в нуле

∂2f

∂z2
f(x, 0, 0) > 0, (x ∈ D), функционал (6) всегда достигает строгого локального экс-

тремума в нуле при возможном дополнительном условии. При этом, возникают два раз-
личных возможных случая, определяемых формой интегранта f : один из случаев пред-
полагает ограничение на меру D, во втором случае нет каких-либо ограничений.

Разобьем интегрант f(x, y, z) на два слагаемых:

f1(x, y, z) = f(x, y, z)− f(x, 0, 0)− [fy(x, 0, 0) · y +∇zf(x, 0, 0) · z]−

−1

2

[
fy2(x, 0, 0) · y2 + 2(∇zfy(x, 0, 0) · z)y + λ · ∇2

zf(x, 0, 0) · (z)2
]
; (0 < λ < 1)

f2(x, y, z) = f(x, y, z)− f1(x, y, z) = f(x, 0, 0) + [fy(x, 0, 0) · y +∇zf(x, 0, 0) · z] +

+
1

2

[
fy2(x, 0, 0) · y2 + 2(∇zfy(x, 0, 0) · z)y + λ · ∇2

zf(x, 0, 0) · (z)2
]
,

где fy =
∂f

∂y
, f2

y =
∂2f

∂y2
, ∇z – градиент по z, ∇2

z – гессиан по z. Соответственно, обозначим

Φi(y) =

∫
D

fi(x, y,∇y)dx (i = 1, 2); Φ(y) = Φ1(y) + Φ2(y).

1) Вначале исследуем Φ1 на локальный экстремум (минимум, для определенности) в
нуле с помощью уравнения Эйлера–Лагранжа, условия Лежандра и условия Якоби.

(i) Уравнение Эйлера–Лагранжа. Нетрудно проверить, что уравнение Эйлера–
Лагранжа для Φ1 в нуле f1,y(x, 0, 0)−divx

[
∇zf1(x, 0, 0)

]
= 0, выполняется автоматически,

т.е. y0(x) ≡ 0 является экстремалью функционала Φ1.
(ii) Усиленное условие Лежандра. Также нетрудно проверить, что при дополнитель-

ном требовании
R(x) := ∇2

zf(x, 0, 0) > 0, (x ∈ D) (7)

имеет место усиленное условие Лежандра в нуле
(
∇2

zf1(x, 0, 0) > 0, x ∈ D
)
.

(iii) Уравнение Якоби и условие Якоби. Уравнение Якоби для Φ1 в нуле примет вид

−divx

[
(1− λ) · ∇2

zf(x, 0, 0) · ∇U

]
+
[
−divx

(
∇zf1,y(x, 0, 0)

)
+ f1,y2(x, 0, 0)

]
· U =

= −divx

[
(1− λ)R(x) · ∇U

]
= 0, (U |∂D= 0).
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Окончательно искомое уравнение принимает вид

divx

[
R(x) · ∇U

]
= 0, (8)

где R(x) ≫ 0 (x ∈ D), т. е. (R(x) · h, h) ≥ γ2 · ∥h∥2 (∀h ∈ Rn
x). Таким образом, мы

пришли к задаче Дирихле с положительно определенным матричным коэффициентом
R(x). Как известно (см. например [16]), такая задача при нулевом граничном условии
имеет только нулевое решение. Аналогично, в любой подобласти D′ ⊂ D при нулевом
граничном условии: U |∂D′= 0 задача (8) имеет единственное решение. Следовательно,
условие отсутствия сопряженных областей (см. введение) выполнено.

Таким образом, при условии (7) Φ1 достигает строгого локального минимума в нуле.
2) Исследуем теперь непосредственно Φ2 на локальный экстремум в нуле. Отметим

сначала, что Φ2(0) = Φ(0).
(i) Предположим, что уравнение Эйлера–Лагранжа для Φ в нуле справедливо:

fy(x, 0, 0)− divx(∇zf(x, 0, 0)) = 0 (x ∈ D). (9)

Тогда, интегрируя по частям, получим

Φ2(y) = Φ2(0) +


∫
D

(y · fy(x, 0, 0)− divx [∇zf(x, 0, 0)]) dx

︸ ︷︷ ︸
I1

+

∮
∂D

(∇zf(x, 0, 0) · y, dl)

︸ ︷︷ ︸
I2

+

+


1

2

∫
D

(
fy2(x, 0, 0)− divx [∇zfy(x, 0, 0)]

)
· y2dx+

1

2

∮
∂D

(
∇zfy(x, 0, 0) · y2, dl

)
︸ ︷︷ ︸

I3

+

+
λ

2

∫
D

R(x) · (∇y)2dx. (10)

Заметим, что здесь I1 = 0 в силу (9), I2 = 0, I3 = 0 в силу граничного условия y |∂D= 0
(см. (6)). Введем обозначение: Q(x) := fy2(x, 0, 0)−divx [∇zfy(x, 0, 0)] . Тогда (10) примет
вид:

Φ2(y) = Φ2(0) +
1

2

∫
D

[
λ ·R(x) · (∇y)2 +Q(x) · y2

]
dx. (11)

Отсюда, в достаточно малой окрестности нуля в C1(D) верно:

Φ(y)− Φ(0) ≥ Φ2(y)− Φ2(0) =
1

2

∫
D

[
λ ·R(x) · (∇y)2 +Q(x) · y2

]
dx. (12)

(ii) Обозначим через

r := min
x∈D

(
max{γ2 > 0 | R(x)(z)2 ≥ γ2 · ∥z∥2 (∀z ∈ Rn

z )}
)
> 0, q := min

x∈D
Q(x). (13)
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Заметим, что максимум в определении r конечен в силу ограниченности сверху отноше-
ния R(x)(z)2/∥z∥2 (z ̸= 0); при этом он непрерывно зависит от x в силу непрерывности
R(x). Таким образом, оба минимума в (13) существуют в силу теоремы Вейерштрасса.

Рассмотрим сначала случай q ≥ 0. Тогда при всех x ∈ D имеем:

λR(x)(∇y)2 +Q(x)y2 ≥ λr · ∥∇y∥2 + q · y2 > 0 при y(x) ̸= 0, (14)

откуда, в силу (11) и (14), следует неравенство

Φ2(y)− Φ2(0) ≥
1

2

∫
D

[
λr · ∥∇y∥2 + q · y2

]
dx > 0 при y(x) ̸= 0. (15)

Таким образом, в этом случае Φ2 достигает строгого абсолютного минимума в нуле.
Следовательно, с учетом неравенства (12), Φ достигает строгого локального минимума
в нуле (без какого-либо ограничения на меру D̂).

(iii) Рассмотрим теперь случай, когда q < 0. Тогда, используя неравенство Фридрих-
са (2), получаем:

Φ2(y)− Φ2(0) ≥
1

2

∫
D

[
λ · r · ∥∇y∥2 − |q| · y2

]
dx ≥

≥ 1

2

∫
D

[
λ · r · ∥∇y∥2 − C̃(D) · |q| · ∥∇y∥2

]
dx =

1

2

(
λ · r − C̃(D) · |q|

)
·
∫
D

∥∇y∥2dx. (16)

Потребуем, чтобы коэффициент перед последним интегралом в (16) был строго положи-
тельным: (

λ · r − C̃(D) · |q| > 0
)
⇔

(
C̃(D) <

λr

|q|

)
. (17)

Отсюда, используя оценку (5) для константы C̃(D), получаем:

1

π2 · n

(
mesn(D̂)

) 2
n
<

λr

|q|
, (18)

то тем самым выполнена оценка (17).
Из (16) и (17) следует, что Φ2(y) > Φ2(0) при y ̸= 0, т.е. Φ2 достигает строгого аб-

солютного минимума в нуле. Следовательно, в силу доказанного в пункте 1, Φ достигает
строгого локального минимума в нуле при ограничении (17) на меру прямоугольника
D̂ ⊃ D.

Наконец, переходя к пределу в (18) при λ → 1− 0, последнее утверждение можно
распространить на случай оценки меры D̂, не зависящей от λ: mesn(D̂) ≤

(
π2rn/|q|

)n/2
.

Таким образом, доказана следующая

Теорема 3. Пусть вариационный функционал (6) удовлетворяет в нуле уравнению
Эйлера–Лагранжа (9) при граничном условии y |∂D= 0. Тогда, в обозначениях (13),
имеем:

1) при r > 0, q ≥ 0, Φ(y) достигает строгого локального минимума в нуле (без каких
либо ограничений на меру D̂);
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2) при r > 0, q < 0, и при ограничении на меру D̂:

mesn(D̂) <
(
π2rn/|q|

)n/2
, (19)

Φ(y) также достигает строгого локального минимума в нуле.

Следствие 2. В одномерном случае оценка (19) в теореме 3 принимает следующий
вид:

b− a < π ·
√

r

|q|
. (20)

(iv) Рассмотрим дополнительно, в случае q ≥ 0, одно преобразование, вытекающее
из (11) и (15), которое будет использовано в следующем разделе работы:

Φ(y)− Φ(0) =
1

2

∫
D

[
λ ·R(x) · (∇y)2 +Q(x) · y2

]
dx ≥

≥ min(λr, q)

2
·
∫
D

[
∥∇y∥2 + y2

]
dx =

1

2
min(λr, q) · ∥y∥2W 1,2 . (21)

Переходя к пределу при λ → 1− 0 в неравенстве (21), получаем:

Φ(y)− Φ(0) ≥ 1

2
min(r, q) · ∥y∥2W 1,2 . (22)

Заметим, что переход к случаю ненулевой экстремали y = y0(x) класса C3(D) легко
осуществляется с помощью введения вспомогательного вариационного функционала

Φ̃(y) =

∫
D

f(x, y − y0,∇y −∇y0)dx.

3. Квадратичные оценки снизу стремления Φ к минимуму в нуле

Нетрудно видеть, что оценка (20) в теореме 3 не является оптимальной. Рассмотрим,
например, при n = 1, обобщенный гармонический осциллятор

Φ(y) =

T∫
0

(r(x)y′2 − q(x)y2)dx (y(0) = y(T ) = 0), (23)

где r(x) и q(x) — непрерывные положительные функции при 0 ≤ x ≤ T . Непосредствен-
ные выкладки показывают, что уравнение Эйлера–Лагранжа в данном случае принимает

вид
d

dx

(
r(x)y′

)
+q(x)y = 0, и, таким образом, y0(x) ≡ 0 — экстремаль. Уравнение Якоби,

в силу чистой квадратичности интегранта по y′, имеет аналогичный вид:

d

dx

(
r(x) · U ′)+ q(x) · U = 0

(
U(0) = 0, U ′(0) = 1

)
. (24)
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С учётом начальных условий, будем искать его решение в виде

U(x) =
1

α(x)
· sin

 x∫
0

α(t)dt

 (0 ≤ x ≤ T, α(x) > 0) , (25)

при этом U(0) = 0, и непосредственные вычисления показывают, что уравнение (24)
приводится к системе уравнений

(
α′′ · α2 − 2α · (α′)2

α4 − α

)
· r − α′

α2 · r + α · q = 0

−α′
α · r + r′ = 0

откуда следует

r = c · α, q = c

(
α+

3(α′)2

α3
− α′′

α2

)
. (26)

Положим, например, α(x) = 1
x+ ε , c = 1. Неравенство (20) в данном случае, с уче-

том (26) принимает вид

T < π

√
r

|q|
= π

√
ε

T + ε
, или T ·

√
T + ε < π

√
ε. (27)

В то же время, решение (25) уравнения Якоби принимает вид

U(x) = (x+ ε) · sin

 x∫
0

dt

t+ ε

 = (x+ ε) · sin ln x+ ε

ε
,

и не обращается в нуль при
(
x > 0, ln x+ε

ε < π
)
⇔ (0 < x < (eπ − 1) · ε) , что приводит

к условию
T < (eπ − 1) · ε. (28)

Очевидно, при 1 < ε ≪ T условие (27) имеет порядок T <̃ π
2
3 ·ε

1
3 и является существенно

более жестким, чем условие (28).
Однако, как легко можно видеть, преимущество оценки (20) состоит в возможности

получить полезную квадратичную оценку снизу скорости стремления Φ(y) к минимуму
посредством нормы y в пространстве Соболева H1(D).

1) Вначале рассмотрим случай r > 0, q > 0. Из неравенства (22) следует

Φ2(y)− Φ2(0) ≥
1

2
min(r, q) ·

∫
D

(∥∇y∥2 + y2)dx =
1

2
min(r, q) · ∥y∥2H1(D) .

Поскольку Φ(y)− Φ(0) ≥ Φ2(y)− Φ2(0) в достаточно малой окрестности нуля, то нера-

венство Φ(y)− Φ(0) ≥ 1

2
min(r, q) · ∥y∥2H1(D) верно.

2) Перейдём к случаю r > 0, q < 0. Неравенства (14) и (5) приводят к оценке

Φ2(y)− Φ2(0) ≥
1

2

[
r − (mesn(D̂))

2
n

π2 · n
|q|

]
·
∫
D

∥∇y∥2dx .
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Поскольку из неравенства Фридрихса легко следует∫
D

∥∇y∥2dx ≥ (mesn(D̂))
2
n

π2 · n+ (mesn(D̂))
2
n

· ∥y∥2H1(D) , (29)

то из двух последних неравенств и неравенства (16), в достаточно малой окрестности
нуля получаем

Φ(y)− Φ(0) ≥ π2 · n · r · (mesn(D̂))
2
n − (mesn(D̂))

4
n · |q|

2(π4 · n2 + π2 · n · (mesn(D̂))
2
n )

· ∥y∥2H1(D) .

3) Заметим, что оценка (29) может быть применена также и в случае, когда r > 0,
q ≥ 0, что приводит к неравенству:

Φ(y)− Φ(0) ≥ r

2

∫
D

∥∇y∥2dx. (30)

Теперь из неравенств (29) и (30) сразу следует

Φ(y)− Φ(0) ≥ r · (mesn(D̂))
2
n

2(π2 · n+ (mesn(D̂))
2
n )

· ∥y∥2H1(D).

Таким образом, доказана следующая

Теорема 4. В условиях и обозначениях теоремы 3, справедливы следующие утвержде-
ния:

1) при r > 0, q > 0, в достаточно малой окрестности нуля в C1(D) справедлива оцен-
ка:

Φ(y)− Φ(0) ≥ 1

2
min(r, q) · ∥y∥2H1(D);

2) при r > 0, q ≥ 0, в достаточно малой окрестности нуля в C1(D) справедлива оцен-
ка:

Φ(y)− Φ(0) ≥ r · (mesn(D̂))
2
n

2(π2 · n+ (mesn(D̂))
2
n )

· ∥y∥2H1(D);

3) при r > 0, q < 0, в достаточно малой окрестности нуля в C1(D) и при дополни-
тельном ограничении (19) на меру D̂, справедлива оценка:

Φ(y)− Φ(0) ≥ π2 · n · r · (mesn(D̂))
2
n − (mesn(D̂))

4
n · |q|

2(π4 · n2 + π2 · n · (mesn(D̂))
2
n )

· ∥y∥2H1(D).

4. Исключение уравнения Якоби: соболевский случай.

Перенесем предыдущие результаты на случай компактных экстремумов вариацион-
ных функционалов в пространствах Соболева W 1, p(D), где D — компактная область
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в Rn с липшицевой границей. Вначале напомним понятие компактного экстремума и
приведем необходимую информацию о компактных экстремумах вариационных функ-
ционалов в W 1, p(D).

В гильбертовом пространстве Соболева W 1,2(D) = H1(D) с нормой

∥y∥2H1(D) =

∫
D

(y2 + ∥∇y2∥)dx, (31)

в силу известной теоремы И. В. Скрыпника ([11], Гл.11) вариационные функци-
оналы крайне редко имеют неабсолютные локальные экстремумы. В работах
И.В. Орлова [26], [23]–[8] и в работах Е. В.Божонок [20]–[4] введено и изучено общее
понятие компактного экстремума (K–экстремума) функционалов (см. также [27]). Было
показано, что классические, как необходимые так и достаточные, условия локального
экстремума вариационного функционала в C1[a, b] можно распространить на случай
K–экстремума в W 1,2[a; b]. В этом случае теория K–экстремумов сохраняет основные
свойства теории локальных экстремумов и может быть распространена на случай
вариационных функционалов в W 1, p[a; b], [22]. Недавно в работах Е. М. Кузьменко [7]
построено обобщение теории компактных экстремумов вариационных функционалов
на случай произвольного пространства Соболева W 1, p(D), p ∈ N, над многомерной
компактной областью D ⊂ Rn, n ∈ N, с липшицевой границей.

Итак, мы будем рассматривать вариационный функционал

Φ(y) =

∫
D

f(x, y,∇y)dx (y ∈ W 1, p(D), p ∈ N), (32)

где D—компактная область в Rn с липшицевой границей. Однако вводимые ниже поня-
тия (определения 1–5) относятся к произвольным функционалам в банаховых простран-
ствах.

Определение 1. Пусть вещественный функционал Φ : E → R определен в некотором
вещественном банаховом пространстве E. Говорят, что Φ имеет компактный минимум
(или K–минимум) в точке y0 ∈ E, если для каждого абсолютно выпуклого (а.в., т.е.
выпуклый и симметричный) компакта C ⊂ E сужение f на подпространство (y0+spanC),
(spanC – линейная оболочка множества C) имеет локальный минимум в точке y0 по
отношению к банаховой норме ∥ · ∥C в spanC , порожденной множеством C.

Определение 2. В обозначениях определения 1 скажем, что функционал Φ компактно
непрерывен (компактно дифференцируем, дважды K–дифференцируем и т.д. (см. [3],
опр. 2)) в точке y ∈ E, если для любого абсолютно выпуклого компакта C ⊂ E сужение
Φ на (y+ spanC), непрерывно (дифференцируемо по Фреше, дважды дифференцируемо
по Фреше и т.д.) в точке y относительно нормы ∥ · ∥C .

Определение 3. Пусть X,Y, Z — вещественные банаховы пространства: Dx ⊂ X,
Dy ⊂ Y,Dz ⊂ Z — открытые области; Z∗

k — банахово пространство k–линейных непре-
рывных форм на Z, f : Dx × Dy × Dz → R; (p = 0, 1, 2 . . . ). Назовем функционал f
K–псевдополиномом порядка p, если f допускает представление вида

f(x, y, z) =

p∑
k=0

Rk(x, y, z)(z)
k, (33)
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где коэффициенты Rk : Dx × Dy × Dz → Z∗
k , (k = 0, p) — борелевские отображе-

ния, удовлетворяющие условию доминантной по x, y смешанной ограниченности, (z)k =
(z, . . . , z)︸ ︷︷ ︸

k раз

. В этом случае примем обозначение: f ∈ Kp(z).

Определение 4. Пусть, в обозначениях определения 3, интегрант f непрерывен и при-
надлежит классу Kp(z), p ∈ N. Назовем f вейерштрассовским K–псевдополиномом по-
рядка p (f ∈ WKp(z)), если коэффициенты Rk в K–псевдополиномиальном представле-
нии (33) можно выбрать таким образом, что коэфффициенты Rk доминантно по x, y
смешанно непрерывны. В этом случае примем также обозначения Rk ∈ WK(z).1

Определение 5. Пусть, в обозначениях определения 3, f ∈ Kp(z). Скажем, что f при-
надлежит классу Вейерштрасса WnKp(z), если возможно такое K–псевдополиномиаль-
ное представление f вида (33), для всех коэффициентов Rk которого все компоненты
джетов n-го порядка по y, z

(Rk,∇yzRk, . . . ,∇n
yzRk) (k = 0, p) (34)

принадлежат классу Вейерштрасса WK(z). В этом случае примем обозначение:
Rk ∈ Wn

K(z), (здесь∇n
yz – n-ая степень оператора ∇yz).

Следующее обобщенное уравнение Эйлера–Остроградского ([3], §1.) служит для по-
иска K–экстремума функционала (32) в пространстве W 1, p(D) аналогом классического
необходимого условия локального экстремума вариационного функционала в C1(D).

Теорема 5. Пусть интегрант f вариационного функционала (32) принадлежит классу
Вейерштрасса W 1Kp(z). Предположим также, что:
(i) функционал (32) имеет K–экстремум в точке y(·) ∈ W 1, p(D);
(ii) ∇zf(x, y,∇y) ∈ W 1,1(D).
Тогда, при граничном условии y |∂D= y0, выполнено обобщенное уравнение Эйлера –
Остроградского:

L(f)(y) =
∂f

∂y
(x, y,∇y)−

n∑
i=1

d

dxi

(
∂f

∂zi
(x, y,∇y)

)
п.в.
= 0 (на D). (35)

Решения уравнения (35), удовлетворяющие условию (ii) теоремы 5, называются
K–экстремалями функционала (32) в пространстве W 1, p(D).

Перейдём к доказательству основного результата работы.

Теорема 6. Пусть вариационный функционал (32) удовлетворяет в нуле обобщенному
уравнению Эйлера–Остроградского (40) при граничном условии y |∂D= 0, f ∈ W 2Kp(z),
∇zf(x, 0, 0) ∈ W 1,1(D). Тогда, в обозначениях (44) и (39), имеем:

1) при r > 0, q > 0, Φ(y) достигает строгого K–минимума в нуле (без каких либо
ограничений на меру D̂);

1Напомним (см. [3], опр. 4), что отображение g(x, y, z) называется доминантно по x, y смешанно
непрерывным, если для любых компактов Cx ⊂ Rn

x , Cy ⊂ Ry, отображение g равномерно непрерывно и
ограниченно на Cx × Cy × Rn

z .
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2) при r > 0, q < 0, s > 0, и при ограничении (19) на меру D̂, Φ(y) также достигает
строгого K–минимума в нуле.

Доказательство. Т.к. нам не известно на настоящий момент обобщение уравнения Яко-
би и условия Якоби на случай соболевских пространств W 1, p, мы будем опираться на
другое достаточное условие K–экстремума вариационного функционала, полученное в
([3], §3).

Теорема 7. Пусть интегрант f вариационного функционала (32) принадлежит клас-
су Вейерштрасса W 2Kp(z), y(·) — K–экстремаль функционала (32), ∇zf(x, y,∇y) ∈
W 1,1(D). Если на K–экстремали y(·) при всех x ∈ D выполнены условия:
1)

(
∂2f
∂y2

)
(x, y,∇y) > 0; 2) (∇2

zf)(x, y,∇y) ≫ 0;

3)
(
∂2f
∂y2

)
(x, y,∇y)−∇z

(
∂f
∂y

)
(x, y,∇y) · ((∇2

zf)(x, y,∇y))−1 ·
(
∇z

(
∂f
∂y

))T
(x, y,∇y) > 0;

4)
(
∂2f
∂y2

)
(x, y,∇y) · (∇2

zf)(x, y,∇y)−
(
∇z

(
∂f
∂y

))T
(x, y,∇y) · ∇z

(
∂f
∂y

)
(x, y,∇y) ≫ 0,

то вариационный функционал (32) имеет строгий K–минимум в точке y(·).

Мы собираемся показать, что, как и в C1–случае, при выполнении обобщенного урав-
нения Эйлера–Остроградского и усиленного условия Лежандра в нуле, функционал (32)
всегда достигает строгого K–экстремума в нуле, при возможном дополнительном усло-
вии на меру D̂ ⊃ D.

Разобьем интегрант f(x, y, z) на два слагаемых (разложение несколько меняется по
сравнению с C1–случаем):

f1(x, y, z) = f(x, y, z)− f(x, 0, 0)− [fy(x, 0, 0) · y +∇zf(x, 0, 0) · z]−

−1

2

[
λfy2(x, 0, 0) · y2 + 2(∇zfy(x, 0, 0) · z)y + λ · ∇2

zf(x, 0, 0) · (z)2
]
; (0 < λ < 1)

f2(x, y, z) = f(x, y, z)− f1(x, y, z) = f(x, 0, 0) + [fy(x, 0, 0) · y +∇zf(x, 0, 0) · z] +

+
1

2

[
λfy2(x, 0, 0) · y2 + 2(∇zfy(x, 0, 0) · z)y + λ · ∇2

zf(x, 0, 0) · (z)2
]
.

Соответственно, обозначим Φi(y) =

∫
D

fi(x, y,∇y)dx (i = 1, 2); Φ(y) = Φ1(y) + Φ2(y).

1) Вначале исследуем Φ1 на K–экстремум (K–минимум, для определенности) в нуле с
помощью обобщенного уравнения Эйлера–Остроградского, условия Лежандра и теоремы
7 (”условия гессиана”).

(i) Обобщенное уравнение Эйлера–Остроградского. Нетрудно проверить, что обобщен-
ное уравнение Эйлера–Остроградского для Φ1 в нуле

f1,y(x, 0, 0)− divx
[
∇zf1(x, 0, 0)

] п.в.
= 0,

выполняется автоматически, т.е. y0(x) ≡ 0 является K–экстремалью функционала Φ1.
(ii) Усиленное условие Лежандра. Также нетрудно проверить, что при дополнитель-

ном требовании
R(x) := ∇2

zf(x, 0, 0) ≫ 0, (x ∈ D) (36)
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имеет место усиленное условие Лежандра для строгого K–минимума в нуле ([3], т. 12)(
∇2

zf1(x, 0, 0) ≫ 0, x ∈ D
)
. (37)

(iii) Условие гессиана. Имеем:(
∇zf1,y(x, y, z) = ∇zfy(x, y, z)−∇zfy(x, 0, 0)

)
⇒

(
∇zf1,y(x, 0, 0) = 0

)
;(

f1,y2(x, y, z) = fy2(x, y, z)− λfy2(x, 0, 0)
)
⇒

(
f1,y2(x, 0, 0) = (1− λ)fy2(x, 0, 0) > 0

)
при дополнительном условии

fy2(x, 0, 0) > 0. (38)

Обозначим
s := min

x∈D
fy2(x, 0, 0) > 0. (39)

Поэтому матрица Гессе для f1 в точке (x, 0, 0) по переменным (y, z) имеет вид:

Hyz(f1)(x, 0, 0) =

(
(1− λ)fy2(x, 0, 0) 0

0 (1− λ)∇2
zf(x, 0, 0)

)
.

Следовательно, в силу теоремы 6, при выполнении условий (38) и (37), вариационный
функционал (32) достигает строгого K–минимума в нуле.

2) Исследуем теперь непосредственно Φ2 на K–экстремум в нуле. Отметим сначала,
что Φ2(0) = Φ(0).

(i) Предположим, что обобщенное уравнение Эйлера–Остроградского для Φ в нуле
справедливо:

fy(x, 0, 0)− divx(∇zf(x, 0, 0))
п.в.
= 0 (x ∈ D). (40)

Тогда, интегрируя по частям, получим

Φ2(y) = Φ2(0) +


∫
D

(y · fy(x, 0, 0)− divx [∇zf(x, 0, 0)]) dx

︸ ︷︷ ︸
I1

+

∮
∂D

(∇zf(x, 0, 0) · y, dl)

︸ ︷︷ ︸
I2

+

+


1

2

∫
D

(
λfy2(x, 0, 0)− divx [∇zfy(x, 0, 0)]

)
y2dx+

1

2

∮
∂D

(
∇zfy(x, 0, 0) · y2, dl

)
︸ ︷︷ ︸

I3

+

+
λ

2

∫
D

R(x) · (∇y)2dx. (41)

Заметим, что здесь I1 = 0 в силу (40), I2 = 0, I3 = 0 в силу граничного условия y |∂D= 0
(см. (32)). Введем обозначения:

Q(x) := fy2(x, 0, 0)− divx [∇zfy(x, 0, 0)] , Qλ(x) := λfy2(x, 0, 0)− divx [∇zfy(x, 0, 0)] .
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Тогда (41) примет вид:

Φ2(y) = Φ2(0) +
1

2

∫
D

[
λ ·R(x) · (∇y)2 +Qλ(x) · y2

]
dx. (42)

Отсюда, в достаточно малой окрестности нуля в W 1, p(D), верно:

Φ(y)− Φ(0) ≥ Φ2(y)− Φ2(0) =
1

2

∫
D

[
λ ·R(x) · (∇y)2 +Qλ(x) · y2

]
dx. (43)

(ii) Положим:

r := min
x∈D

(
max{γ2 > 0 | R(x)(z)2 ≥ γ2 · ∥z∥2 (∀z ∈ Rn

z )}
)
> 0,

qλ := min
x∈D

Qλ(x), q := min
x∈D

Q(x). (44)

Заметим, что максимум в определении r конечен в силу ограниченности сверху отноше-
ния R(x)(z)2/∥z∥2 (z ̸= 0); при этом он непрерывно зависит от x в силу непрерывности
R(x). Таким образом, оба минимума в (50) существуют в силу теоремы Вейерштрасса.

Рассмотрим сначала случай q > 0. Заметим, что тогда qλ ≥ 0 при λ достаточно близ-
ком к 1. Тогда при всех x ∈ D имеем:

λR(x)(∇y)2 +Qλ(x)y
2 ≥ λr · ∥∇y∥2 + qλ · y2 > 0 при y(x) ̸≡ 0, (45)

откуда, в силу (42) и (45), следует неравенство

Φ2(y)− Φ2(0) ≥
1

2

∫
D

[
λr · ∥∇y∥2 + qλ · y2

]
dx > 0 при y(x) ̸= 0. (46)

Таким образом, в этом случае Φ2 достигает строгого абсолютного K–минимума в нуле.
Следовательно, с учетом неравенства (43), Φ достигает строгого K–минимума в нуле
(без какого-либо ограничения на меру D̂).

(iii) Рассмотрим теперь случай q < 0. Заметим, что тогда qλ < 0 при λ, достаточно
близком к 1. Тогда, используя неравенство Фридрихса (2), получаем:

Φ2(y)− Φ2(0) ≥
1

2

∫
D

[
λ · r · ∥∇y∥2 − |qλ| · y2

]
dx

≥ 1

2

∫
D

[
λ · r · ∥∇y∥2 − C̃(D) · |qλ| · ∥∇y∥2

]
dx =

1

2

(
λ · r − C̃(D) · |qλ|

)
·
∫
D

∥∇y∥2dx. (47)

Потребуем, чтобы коэффициент перед последним интегралом в (47) был строго положи-
тельным: (

λ · r − C̃(D) · |qλ| > 0
)
⇔

(
C̃(D) <

λr

|qλ|

)
. (48)

Из полученной выше оценки (5) для меры D̂ находим: если выполнена оценка

1

π2 · n

(
mesn(D̂)

)2/n
<

λr

|qλ|
, (49)
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то тем самым выполнена оценка (48). Из (47) и (48) следует, что Φ2(y) > Φ2(0) при
y ̸= 0, т.е. Φ2 достигает строгого абсолютного K–минимума в нуле. Следовательно, в силу
доказанного в пункте 1), Φ достигает строгого K–минимума в нуле при ограничении (49)
на меру прямоугольника D̂ ⊃ D.

Наконец, переходя к пределу в (49) при λ → 1− 0, последнее утверждение можно
распространить на случай оценки меры D̂, не зависящей от λ: mesn(D̂) ≤

(
π2n · r/|q|

)n/2
.

Заключение

В настоящей работе метод исключения уравнения Якоби и условия Якоби, разрабо-
танный недавно для одномерного случая [24], [26], перенесён на многомерный случай [18].
Многомерная задача об исключении уравнения Якоби решена как в гладком случае, так
и в случае пространств Соболева W 1,p. В качестве приложения получены квадратичные
оценки снизу скорости стремления вариационного функционала Φ(y) к минимуму.
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