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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà ðàñ÷åòà ñâîáîäíûõ íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé ïîëîãèõ îáîëî÷åê
ñëîæíîé ôîðìû, çàùåìëåííûõ ïî ÷àñòè êîíòóðà. Ìåòîäèêà îñíîâàíà íà ñîâìåñòíîì èñïîëüçî-
âàíèè íåëèíåéíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì Øîó-Ïüåðà è ìåòîäà ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà. Ïðîâåäåí
ðàñ÷åò äëÿ ëîïàñòè ãèäðîòóðáèíû, ïîëó÷åííûå äàííûå ñðàâíèâàþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè.
Ïðåäñòàâëåíû àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ïîëîãîé îáîëî÷êè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëîãèå îáîëî÷êè, íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ, íîðìàëüíûå ôîðìû, ëîïàñòè ãèä-
ðîòóðáèí.

1. Ââåäåíèå
Êîëåáàíèÿ ïîëîãèõ îáîëî÷åê ïåðåìåííîé òîëùèíû, çàùåìëåííûõ ïî ÷àñòè êîí-

òóðà, äàâíî èíòåðåñîâàëè ó÷åíûõ è èíæåíåðîâ. Äåëî â òîì, ÷òî òàêèå îáîëî÷êè
ÿâëÿþòñÿ ìîäåëÿìè ëîïàñòåé âûñîêîíàïîðíûõ ïîâîðîòíîëîïàñòíûõ ãèäðîòóðáèí.
Êîíñòðóêöèè òàêèõ ëîïàñòåé îáñóæäàþòñÿ â [2]. Â ìîíîãðàôèè [11] ïðèâåäåíà ìå-
òîäèêà ðàñ÷åòà ëèíåéíûõ ñîáñòâåííûõ ôîðì è ÷àñòîò êîëåáàíèé âûñîêîíàïîðíûõ
îñåâûõ ïîâîðîòíîëîïàñòíûõ ãèäðîòóðáèí. Ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå è ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûå ñîáñòâåííûå ôîðìû è ÷àñòîòû äëÿ ëîïàñòè ÏË 495. Â ñòàòüÿõ [4, 9]
èññëåäîâàëèñü ÷àñòîòû è ôîðìû êîëåáàíèé ëîïàñòè. Àíàëèçó ïîäâåðãàëèñü òàêæå
ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé. Â ðàáîòå [5] ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëîãàÿ îáîëî÷êà êàê
ìîäåëü ëîïàñòè ãèäðîòóðáèíû. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïî ñîáñòâåííûì ôîð-
ìàì è ÷àñòîòàì êîëåáàíèé ëîïàñòè ãèäðîòóðáèíû â âîäå ïðåäñòàâëåíû â [12]. Â
ñîâðåìåííûõ ðàáîòàõ èññëåäóåòñÿ äèíàìè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå ëîïàñòåé ãèäðî-
òóðáèí ñ ïîêîÿùåéñÿ è äâèæóùåéñÿ æèäêîñòüþ [6]�[8].

Îòìåòèì, ÷òî ëîïàñòè ãèäðîòóðáèí íàõîäÿòñÿ ïîä äåéñòâèåì áîëüøèõ äèíà-
ìè÷åñêèõ íàãðóçîê, êîòîðûå âîçíèêàþò èç-çà äåéñòâèÿ äâèæóùåãîñÿ ïîòîêà âî-
äû. Áîëåå òîãî, ýòè ëîïàñòè ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî òîíêèìè è ìîãóò ãåîìåòðè÷åñêè
íåëèíåéíî äåôîðìèðîâàòüñÿ. Ýòà ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñâîáîäíûõ êî-
ëåáàíèé ïîëîãèõ îáîëî÷åê ïåðåìåííîé òîëùèíû ïðè èõ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîì
äåôîðìèðîâàíèè. Ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ðàñ÷åòà ëîïàñòè ãèäðîòóðáèíû, òàê êàê ýòî
îäèí èç íàèáîëåå âàæíûõ îáúåêòîâ ïðèëîæåíèÿ ýòîé òåîðèè.
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2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è àëãîðèòì åå
ðåøåíèÿ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ êîëåáàíèÿ ïîëîãîé îáî-

Ðèñ. 1.

ëî÷êè ñî ñëîæíîé ôîðìîé ïëàíà, èìåþ-
ùåé ïåðåìåííóþ òîëùèíó. Ðàññìîòðèì òîíêèå
îáîëî÷êè, â ñìûñëå êðèòåðèåâ, ïðèâåäåííûõ
â [10]. Èññëåäóþòñÿ îáîëî÷êè, çàùåìëåííûå íà
ó÷àñòêå êîíòóðà è ñâîáîäíûå íà îñòàëüíîé ÷à-
ñòè êîíòóðà. Ýñêèç òàêîé îáîëî÷êè ïðåäñòàâ-
ëåí íà ðèñ.1. Íà ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè âûáå-
ðåì äâà âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèÿ
� ëèíèè ãëàâíûõ êðèâèçí, âäîëü êîòîðûõ îò-
ñ÷èòûâàþòñÿ êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû α è
β. Òðåòüþ îñü z íàïðàâèì òàêèì îáðàçîì, ÷òî-
áû ñèñòåìà êîîðäèíàò áûëà ïðàâîé.

Êðàåâûå óñëîâèÿ íà çàùåìëåííîì ó÷àñòêå
êîíòóðà èìåþò âèä:

w =
∂w

∂n
= 0, u = 0, v = 0; (α, β) ∈ ∂Λ, (1)

ãäå u(α, β), v(α, β) � ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê îáîëî÷êè â íàïðàâëåíèè α, β ñîîòâåò-
ñòâåííî, w(α, β) � ïåðåìåùåíèå òî÷åê îáîëî÷êè â íàïðàâëåíèè z, ∂Λ � çàùåì-
ëåííûé ó÷àñòîê ãðàíèöû, n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ∂Λ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåí-
íûõ ôîðì è ÷àñòîò ëèíåéíûõ êîëåáàíèé âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Ðåëåÿ-Ðèòöà. Ïðè
ïðèìåíåíèè ýòîãî ìåòîäà ïðèõîäèòñÿ óäîâëåòâîðÿòü òîëüêî êèíåìàòè÷åñêèì ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì, ïîýòîìó íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè íåò íåîáõîäèìîñòè
óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.

Ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ îáîëî÷êè ïðåäñòàâèì òàê [14]:

Π =
1

2

h(α,β)/2∫

−h(α,β)/2

∫

Λ

(σ11ε
z
11 + σ22ε

z
22 + σ12ε

z
12) AB dα dβ dz,

ãäå h(α, β) � ïåðåìåííàÿ òîëùèíà îáîëî÷êè. Âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì Ãóêà â ôîð-
ìå:

σ11 =
E

1− µ2
(εz

11 + µεz
22) , σ22 =

E

1− µ2
(εz

22 + µεz
11) , σ12 =

E

2(1− µ)
εz
12,

εz
11 = ε11 − zχ1, εz

22 = ε22 − zχ2, εz
12 = ε12 − 2zτ,

ãäå E, µ � ìîäóëü óïðóãîñòè è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìàòåðèàëà. Â ðåçóëüòàòå
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî z, ïîëó÷èì:
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Π =
E

2(1 + µ)

∫

Λ

{
1

1− µ
((ε2

11 + 2µε11ε22 + ε2
22)h(α, β)+

+
h3(α, β)

12
(χ2

1 + 2µχ1χ2 + χ2
2)) +

1

2

(
ε2
12h(α, β) +

1

3
τ 2h3(α, β)

)}
AB dα dβ, (2)

ãäå A è B � êîýôôèöèåíòû Ëÿìå. Èíòåãðàë â (2) áåðåòñÿ ïî ïëîùàäè ïðîåêöèè
îáîëî÷êè íà ïëîñêîñòü Λ. Âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â (2), îïðåäåëÿþòñÿ òàê [3]:

ε11 = ε1 +
1

2

(
−wα

A

)2

; ε22 = ε2 +
1

2

(
−wβ

B

)2

; ε12 = γ +
wαwβ

AB
; (3)

ε1 =
uα

A
+

Aβ

AB
v − k1w; ε2 =

vβ

B
+

Bα

AB
u− k2w; γ =

B

A

( v

B

)
α

+
A

B

( u

A

)
β
;

χ1 =
1

A

(wα

A

)
α

+
Aβ

AB

wβ

B
, χ2 =

1

B

(wβ

B

)
β

+
Bα

AB

wα

A
,

τ =
1

B

(wα

A

)
α
− Bα

AB

wβ

B
=

1

A

(wβ

B

)
α
− Aβ

AB

wα

A
.

Ïðè çàïèñè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèè èñïîëüçîâàëèñü óðàâíåíèÿ òåõ-
íè÷åñêîé òåîðèè, òî åñòü ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî êâàäðàòû óãëîâ ïîâîðîòîâ íîðìàëè
ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ìàëû â ñðàâíåíèè ñ åäèíèöåé. Ïîñêîëüêó â ýòîì ðàçäåëå
ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå êîëåáàíèÿ îáîëî÷åê, òî â âûðàæåíèÿõ (3) íå ó÷èòû-
âàþòñÿ íåëèíåéíûå ñëàãàåìûå.

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ îáîëî÷êè èìååò ñëåäóþùèé âèä [14]

T =
ρ

2

∫

Λ

(
ẇ2 + u̇2 + v̇2

)
h(α, β)AB dα dβ, (4)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà îáîëî÷êè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèíåéíûå êîëåáàíèÿ
îáîëî÷êè ïðîèñõîäÿò òàê:

u(α, β, t) = ū(α, β) cos(ωt); v(α, β, t) = v̄(α, β) cos(ωt); w(α, β, t) = w̄(α, β) cos(ωt).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíûõ êîëåáàíèé îáîëî÷êè íàéäåì ìèíèìàëüíîå çíà÷å-
íèå ôóíêöèîíàëà Ëàãðàíæà L = T − Π. Äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåùåíèÿ îáîëî÷êè
ïðåäñòàâèì òàê:

w̄(α, β) =

N1∑
i=1

aiwi(α, β); ū(α, β) =

N2∑
i=N1+1

aiui(α, β); v̄(α, β) =

N3∑
i=N2+1

aivi(α, β), (5)

ãäå wi(α, β), ui(α, β), vi(α, β) � áàçèñíûå ôóíêöèè, à N1, N2−N1, N3−N2 � ÷èñëî
÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèÿõ (5). Â äàííîé ðàáîòå áðàëîñü N1 = N2 −N1 = N3 −N1 = ℘.
Òåïåðü ââåäåì (5) â ôóíêöèîíàë Ëàãðàíæà L = T − Π è ïðîèçâåäåì íåîáõîäèìîå
èíòåãðèðîâàíèå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì L êàê êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ ïàðàìåòðîâ
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a1, a2, . . . , aN1 , à òàêæå íåèçâåñòíîé ÷àñòîòû ω. Â îáùåì ñëó÷àå L ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü òàê:

L = L(a1, a2, . . . , aN1 , ω).

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà Ëàãðàíæà ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùèì
óðàâíåíèÿì: ∂L/∂aj = 0; j = 1, . . . , N3. Ýòè óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê ïðîáëåìå ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé ñëåäóþùåãî âèäà:

(K − ω2M)Ã = 0, (6)

ãäå Ã = (a1, a2, . . . , aN1).

3. Íåëèíåéíàÿ äèñêðåòíàÿ ìîäåëü

Èçãèáíûå êîëåáàíèÿ îáîëî÷êè w(α, β, t) ïðåäñòàâèì òàê:

w(α, β, t) =
N∑

i=1

ϕi(t)Wi(α, β), (7)

ãäå Wi(α, β), i = 1, N � ñîáñòâåííûå ôîðìû ñâîáîäíûõ ëèíåéíûõ êîëåáàíèé, îò-
âå÷àþùèå ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì, âõîäÿùèì â ðàññìàòðèâàåìûé äèàïàçîí. Ïåðå-
ìåùåíèÿ u è v ïðåäñòàâèì òàê:

u(α, β, t) =
N∑

i=1

ϕi+N(t)Ui(α, β), v(α, β, t) =
N∑

i=1

ϕi+2N(t)Vi(α, β), (8)

ãäå Ui(α, β) è Vi(α, β), i = 1, N , � ñîáñòâåííûå ôîðìû êîëåáàíèé u, v. Îòìåòèì,
÷òî ôóíêöèè (7) è (8) óäîâëåòâîðÿþò êðàåâûì óñëîâèÿì (1). Òåïåðü ñîîòíîøå-
íèÿ (7) è (8) ââåäåì â êèíåòè÷åñêóþ è ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèè (2), (4). Ïðîèçâå-
äåì íåîáõîäèìîå èíòåãðèðîâàíèå. Òîãäà ïîëó÷èì êèíåòè÷åñêóþ è ïîòåíöèàëüíóþ
ýíåðãèè êàê ôóíêöèþ îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé è êîîðäèíàò T = T (ϕ̇1, . . . , ˙ϕ3N);
Π = Π(ϕ1, . . . , ϕ3N). Èñïîëüçóÿ êèíåòè÷åñêóþ è ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèè, ñîñòàâèì
óðàâíåíèå Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà. Òàê êàê ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ïðîäîëüíûõ êî-
ëåáàíèé çíà÷èòåëüíî âûøå èçãèáíûõ [14], ïðåíåáðåæåì èíåðöèîííûìè ÷ëåíàìè
ïî u, v. Òîãäà âìåñòî 3N îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ëàãðàíæà
ïîëó÷èì 2N ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî (ϕN+1, . . . , ϕ3N) è
N îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé ââåäåì â äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñè-
ñòåìó N îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî (ϕ1, . . . , ϕN).
Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå è ïàðàìåòðû:

τ = ω1t, qi(τ) =
ϕi(t)

h̄
, i = 1, N,
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ãäå ωi � ïåðâàÿ (íàèìåíüøàÿ) ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ëèíåéíûõ êîëåáàíèé; h̄ � õà-
ðàêòåðíûé ïàðàìåòð òîëùèíû. Òîãäà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, îïèñûâàþùàÿ êîëå-
áàíèÿ îáîëî÷êè, ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

ϕ̈ +
N∑

i=1

zkiϕi +
N∑

i=1

N∑
j=1

zkijϕiϕj +
N∑

i=1

N∑
j=1

N∑
g=1

zkijgϕiϕjϕg = 0, k = 1, N (9)

ãäå zki, zkij, zkijg � èçâåñòíûå ïàðàìåòðû ñèñòåìû. Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó êîýôôè-
öèåíòîâ ïðè ïåðâûõ ñòåïåíÿõ ϕi â (9) òàê: (Z) = (zki)i,k=1,N . Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ
ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

(Z) = (G)(Ω)(G)−1,

ãäå (Ω) = diag(ω̄2
1; ω̄

2
2; . . . ; ω̄

2
N) � ìàòðèöà, ãäå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàñïîëîæåíû

êâàäðàòû ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, îñòàëüíûå æå ýëåìåíòû íóëåâûå. Ñ ïîìîùüþ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò: (q1, . . . , qN)T = (G)(ξ1, . . . , ξN)T , ñèñòåìà (9) ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â ìîäàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Îíà ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

ξ̈k = fk(ξ1, . . . , ξN) = −ω̄2
kξk −

N∑
i=1

N∑
j=1

lkijξiξj −
N∑

i=1

N∑
j=1

N∑
g=1

lkijgξiξjξg, k = 1, N. (10)

4. Àíàëèç íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé
Äëÿ àíàëèçà íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû (10) âîñïîëüçóåìñÿ íåëèíåéíûìè

íîðìàëüíûìè ôîðìàìè Øîó-Ïüåðà [15, 1]. Âûäåëèì îáîáùåííóþ êîîðäèíàòó ξ1,
êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò äâèæåíèå íà íîðìàëüíîé ôîðìå. Íîðìàëüíóþ ôîðìó (èíâà-
ðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå) ïðåäñòàâèì òàê:

ξk = Xk(ξ1, ξ̇1); ξ̇k = Yk(ξ1, ξ̇1), k = 2, . . . , N. (11)

Íåëèíåéíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà (11) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:





∂Xk

∂ξ1

ξ̇1 +
∂Xk

∂ξ̇1

f1(ξ1, X2, . . . , XN) = Yk;

∂Yk

∂ξ1

ξ̇1 +
∂Yk

∂ξ̇1

f1(ξ1, X2, . . . , XN) = fk(ξ1, X2, . . . , XN);

k = 2, N. (12)

Ôóíêöèè Xk, Yk, k = 2, N ïðåäñòàâèì â âèäå ïîëèíîìîâ:

Xk(ξ1, ξ̇1) =
∑
D∈M

akDUD, Yk(ξ1, ξ̇1) =
∑
D∈M

bkDUD, k = 2, N, (13)

ãäå UD = ξd1
1 ξ̇d2

1 ; D = (d1, d2); M � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, òàêèõ, ÷òî 2 ≤ d1+d2 ≤ S;
d1, d2 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
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Ââåäåì ïîëèíîìû (13) â (12) è ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè ñëàãàåìûõ
ξd1
1 ξ̇d2

1 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìíîæåñòâî ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé. Ïåðâàÿ ñèñòåìà ëèíåéíà îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ïðè âòîðûõ ñòåïå-
íÿõ, âòîðàÿ � îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ïðè òðåòüèõ ñòåïåíÿõ è ò.ä. Ïîñëåäî-
âàòåëüíî ðåøàÿ ïîëó÷åííûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, íàõîäèì íåëèíåéíóþ
íîðìàëüíóþ ôîðìó (13). Ïîñëå òîãî, êàê íîðìàëüíàÿ ôîðìà (13) ïîëó÷åíà, ïðåä-
ñòàâëåíèå äëÿ ξk, k = 2, N ââîäèòñÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (10). Òàêèì îáðà-
çîì, ïîëó÷àåì åäèíñòâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äâèæå-
íèå íà íîðìàëüíîé ôîðìå:

ξ̈1 = f1(ξ1, X2(ξ1, ξ̇1), . . . , XN(ξ1, ξ̇1)) = F1(ξ1, ξ̇1). (14)

Äëÿ îöåíêè óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé, ñèñòåìà (10) ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå Êîøè:

ż = Φ(z, r).

Ê ïåðèîäè÷åñêîìó äâèæåíèþ z(τ) äîáàâèì ìàëîå âîçìóùåíèå u(τ). Ýâîëþöèÿ ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè ìàëûõ âîçìóùåíèé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè â âàðèàöèÿõ:

u̇(τ) =
∂Φ(z, τ)

∂z
u(τ). (15)

Äëÿ îöåíêè óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ðàññ÷èòûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàò-
ðèöà X(t), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (15) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè â
âèäå åäèíè÷íîé ìàòðèöû X(0) = E. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà â ìîìåíò âðåìåíè
T (ãäå T � ïåðèîä êîëåáàíèé) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ìîíîäðîìèè. Ïî ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèÿì ìàòðèöû ìîíîäðîìèè (ìóëüòèïëèêàòîðàì) äåëàåòñÿ âûâîä îá óñòîé÷è-
âîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé [13].

5. Ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ëîïàñòè ãèäðîòóðáè-
íû

Ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ ëîïàñòè âûñîêîíàïîðíîé îñåâîé ïîâîðîòíîëîïàñòíîé
ãèäðîòóðáèíû. Ïëàí ëîïàñòè èìååò âèä êîëüöåâîãî ñåêòîðà, îäèí èç óãëîâ êî-
òîðîãî çàêðóãëåí (ðèñ.2).

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîëåáàíèé ëîïàñòè ãèäðîòóðáèíû óäîáíî èñïîëüçîâàòü öè-
ëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â òî÷êå O (ðèñ.2).

Òàê êàê ëîïàñòü æåñòêî çàùåìëåíà ïî äóãå (ðèñ.2) è ñâîáîäíà ïî îñòàëüíîìó
êðàþ, êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

w =
∂w

∂r
= 0, u = 0, v = 0, r = a, −θ3 ≤ θ ≤ θ3.
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Ðèñ. 2.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôîðì è ÷àñòîò ëèíåéíûõ êîëåáàíèé âîñïîëüçó-
åìñÿ ìåòîäîì Ðåëåÿ-Ðèòöà. Ïîòåíöèàëüíàÿ è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèè èìåþò âèä (2),
(4), ãäå ïîëîæåíî α = r, β = θ, A = 1, B = r. Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ (3) ïðåäñòàâëÿ-
þòñÿ òàê:

ε11 = ur − k1w +
1

2
w2

r ; ε22 =
vθ

r
+

u

r
− k2w +

1

2

(wθ

r

)2

; ε12 =
vrr − v + uθ

r
+

wrwθ

r
;

χ1 = wrr, χ2 =
wθθ

r2
+

wr

r
, τ =

wrθr − wθ

r2
. (16)

Òàê êàê ñåé÷àñ èññëåäóþòñÿ ëèíåéíûå êîëåáàíèÿ, òî â âûðàæåíèÿõ (16) îòáðà-
ñûâàþòñÿ íåëèíåéíûå ñëàãàåìûå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôîðì è ÷àñòîò
ìèíèìèçèðóåì ôóíêöèîíàë Ëàãðàíæà L = T − Π. Ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ëîïàñòè
ïðåäñòàâèì â âèäå (5).

Ïðîãèá ëîïàñòè ãèäðîòóðáèíû îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (7). Ïðè ýòîì êî-
îðäèíàòíûå ôóíêöèè âûáèðàþòñÿ òàê [11, 9]:

wi(r, θ) = Wl(r, θ) + Wc(r, θ) + Wr(r, θ), (17)
ãäå ôóíêöèÿ Wc ñîñòîèò èç ïîëèíîìîâ âèäà Pk(y2)Tm(x) ïðè θ1 ≤ θ ≤ θ2, Wl

ñîñòîèò èç ïîëèíîìîâ âèäà Pk(x)Tm(y1) ïðè θ1 ≤ θ ≤ −θ3 è ðàâíà íóëþ ïðè
−θ3 ≤ θ ≤ θ2, Wr ñîñòîèò èç ïîëèíîìîâ âèäà Pk(x)Tm(y3) ïðè θ3 ≤ θ ≤ θ2 è
ðàâíà íóëþ ïðè θ1 ≤ θ ≤ θ3; Ti(y) � îðòîíîðìèðîâàííûå ïîëèíîìû ×åáûøåâà.
Îðòîíîðìèðîâàííûå íà èíòåðâàëå [0; 1] ïîëèíîìû Pk(x) ïðè x = 0 ðàâíû íóëþ
âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé è èìåþò âèä:

P1(x) =
√

5x2, P2(x) = 6
√

7

(
−5

6
x2 + x3

)
, p3(x) = 84

(
15

28
x2 − 3

2
x3 + x4

)
, . . .
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Â ðàçëîæåíèè (17) èñïîëüçóþòñÿ ÷åòûðå âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå

x =
r − a

b− a
, y1 =

θ + θ3

θ1 + θ3

, y2 =
θ − θ1

θ2 − θ1

, y3 =
θ − θ3

θ2 − θ3

,

êîòîðûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0 ≤ x ≤ 1 ïðè a ≤ r ≤ b; 1 ≥ y1 ≥ 0 ïðè θ1 ≤ θ ≤
−θ3; 0 ≤ y2 ≤ 1 ïðè θ1 ≤ θ ≤ θ2; 0 ≤ y3 ≤ 1 ïðè θ3 ≤ θ ≤ θ2.

Êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè äëÿ ui, vi ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íî ôóíêöèÿì wi(r, θ):

ui(r, θ) = Ul(r, θ) + Uc(r, θ) + Ur(r, θ); vi(r, θ) = Vl(r, θ) + Vc(r, θ) + Vr(r, θ).

Îòëè÷èå ýòèõ ðàçëîæåíèé îò (17) ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ìåñòå çàùåìëåíèÿ íå
òðåáóåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ ïðîèçâîäíîé, ïîýòîìó âìåñòî ïîëèíîìîâ Pi(x) â Uc(r, θ)
è Vc(r, θ) èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îðòîíîðìèðîâàííûå ïîëèíîìû:

M1(x) =
√

3x, M2(x) = 4
√

5

(
−3

4
x + x2

)
, M3(x) = 15

√
7

(
2

5
x− 4

3
x2 + x3

)
, . . . .

Òåïåðü ìîæåò áûòü ðåøåíà ïðîáëåìà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (6).

Òàáëèöà 1. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò

Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû
1 2 3 4 5

ϑ = 10 331.84 487.81 611.95 807.71 852.27
ϑ = 15 320.81 475.4 589.36 781.58 810.1

ϑ = 13 [2] 261 433 526 667 714
Ýêñïåðèìåíò [2] 338 453 616 790 873

×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëñÿ äëÿ ëîïàñòè ÏË-495, ñ ïàðàìåòðàìè a = 0, 25
ì, b = 0, 5 ì, θ1 = −0, 65, θ2 = 0, 75, θ3 = 0, 35, çà õàðàêòåðíóþ òîëùèíó ïðèíÿòî
h̄ = 0, 05 ì. Ïàðàìåòðû θi èçìåðÿþòñÿ â ðàäèàíàõ. Îíè ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíû-
ìè, òàê êàê òðàäèöèîííî â ýíåðãåòè÷åñêîì ìàøèíîñòðîåíèè óãîë θ îòñ÷èòûâàåòñÿ
îò ñðåäèíû çàäåëêè. Ôîðìà çàêðóãëåíèÿ óãëà ëîïàñòè, à òàêæå òîëùèíà è êðè-
âèçíû âû÷èñëÿëèñü íà îñíîâå òåõíè÷åñêîé äîêóìåíòàöèè [2]. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 1. Â ïåðâîé ñòðîêå òàáëèöû ïðåäñòàâëå-
íû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ïîëîãîé îáîëî÷êè ñ ÷èñëîì
÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ ϑ = 10, à âî âòîðîé ñòðîêå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷å-
òà ñ ϑ = 15. Íàìè ïðîâîäèëñÿ àíàëèç ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Äëÿ
ýòîãî ðåçóëüòàòû ñ ϑ = 15 ñðàâíèâàëèñü ñ äàííûìè, ïîëó÷åííûìè äëÿ ϑ = 21.
Ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàñ÷åòîâ ðàçíÿòñÿ íà 3%. Â òðåòüåé ñòðîêå ïðåäñòàâëåíû ðå-
çóëüòàòû ðàñ÷åòà À.Ï. Ôèëèïïîâà [11], êîòîðûå ïðîèçâîäèëèñü ïðè ϑ = 13 ïî
ïëàñòèí÷àòîé ìîäåëè. Â ïîñëåäíåé ñòðîêå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåí-
òîâ èç [11]. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ïðåäñòàâëåííûå â ñòàòüå, õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ
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ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Áîëåå òîãî, ðåçóëüòàòû ýòîé ñòàòüè áëèæå ê ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûì äàííûì, ÷åì ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå À.Ï. Ôèëèïïîâûì, òàê êàê â
äàííîé ðàáîòå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïî óðàâíåíèÿì òåîðèè îáîëî÷åê, à ðåçóëüòàòû
À.Ï. Ôèëèïïîâà ïîëó÷åíû íà îñíîâàíèè óðàâíåíèé òåîðèè ïëàñòèí.

Ðèñ. 3.

Íà ðèñ.3 ïðèâîäÿòñÿ óçëîâûå ëèíèè ïåðâûõ òðåõ ñîáñòâåííûõ ôîðìû ëèíåéíûõ
êîëåáàíèé ëîïàñòè. Ðåçóëüòàòû áëèçêè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ïðåäñòàâ-
ëåííûì â [11].

Â ýòîé ñòàòüå èññëåäóþòñÿ ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ëîïàñòè îêîëî ïåðâîé è âòî-
ðîé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîòàõ ëèíåéíûõ êîëåáàíèé. Ïîýòîìó â ðàçëîæåíèè (7), (8)
ñîõðàíÿåì òðè ÷ëåíà â ðàçëîæåíèÿõ N = 3. Òîãäà íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ëîïàñòè
îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé âèäà (10).

Äëÿ àíàëèçà íåëèíåéíîé äèíàìèêè äèñêðåòíîé ñèñòåìû ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä
íåëèíåéíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì êîëåáàíèé, êîòîðûé îïèñàí â ïðåäûäóùåì ðàçäå-
ëå. Â ðåçóëüòàòå åãî ïðèìåíåíèÿ äâèæåíèå íà èíâàðèàíòíîì ìíîãîîáðàçèè îêîëî
ïåðâîé ñêåëåòíîé êðèâîé îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (14), êîòî-
ðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:

ξ̈1 = F1(ξ1) = −ω̄2
1ξ1 + c11ξ

2
1 + c12ξ

3
1 + c13ξ

5
1 . (18)

Äëÿ àíàëèçà ñèñòåìû (18) ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà. Òîãäà äâè-
æåíèå ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâèì òàê:

ξ1(τ) = A0 + A1 cos(ωτ). (19)

Ðåøåíèå (19) ââîäèòñÿ â ñèñòåìó (18) è ïðèðàâíèâàþòñÿ àìïëèòóäû ïðè ïîñòîÿí-
íûõ ñîñòàâëÿþùèõ è cos(ωτ). Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñèñòåìå äâóõ íåëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ðåøàþòñÿ ìåòîäîì Íüþòîíà. Ðåçóëüòàòû ðàñ-
÷åòà ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñêåëåòíûõ êðèâûõ íà ðèñ.4.
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Ðèñ. 4.

Íà ýòîì ðèñóíêå ïî îñè îðäèíàò ïîêàçûâàåòñÿ ðàçìàõ êîëåáàíèé

Ri = 0.5(max ξi(τ)−min ξi(τ)).

Óñòîé÷èâûå êîëåáàíèÿ íà ñêåëåòíîé êðèâîé ïîêàçàíû ñïëîøíîé ëèíèåé, à íåóñòîé-
÷èâûå � ïóíêòèðíîé.

Àíàëîãè÷íî èññëåäóåòñÿ âòîðàÿ íåëèíåéíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà. Äâèæåíèå íà
ýòîé ôîðìå îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:

ξ̈2 = F2(ξ2) = −ω̄2
2ξ2 + c21ξ

2
2 + c22ξ

3
1 + c23ξ

5
2 . (20)

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (20) ïðèìåíÿëàñü ïðîöåäóðà àíàëîãè÷íàÿ îïèñàííîé
âûøå. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðåäñòàâëåíû íà ñêåëåòíîé êðèâîé, êîòîðàÿ ïîêàçàíà
íà ðèñ.5.
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Ðèñ. 5.

Ðèñ. 6.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ðàçìåðíûì ïåðåìåùåíèÿì w(r, θ). Ïðîâåäåííûå èññëåäî-
âàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ðåæèìàõ êîëåáàíèé íàèáîëüøóþ
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àìïëèòóäó èìååò óãîë îáîëî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè r = b, θ = θ2. Àìïëèòóäíî-
÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêà ïåðâîé íîðìàëüíîé ôîðìû ïðèâåäåíà íà ðèñ.6 (à), à
âòîðîé íîðìàëüíîé ôîðìû íà ðèñ.6 (á). Íà ðèñ.6 ïî îñè îðäèíàò ïîêàçàíà âåëè-
÷èíà R = 0, 5(max(w(b, θ2, τ)) − min(w(b, θ2, τ))). Òîëùèíà îáîëî÷êè â ýòîé òî÷êå
îòìå÷åíà íà ðèñóíêå ãîðèçîíòàëüíîé ÷åðòîé. Êàê ìîæíî âèäåòü èç ýòèõ ãðàôè-
êîâ, àìïëèòóäû óñòîé÷èâûõ êîëåáàíèé ñîèçìåðèìû ñ òîëùèíîé îáîëî÷êè â äàííîé
òî÷êå.

6. Çàêëþ÷åíèå
Â ñòàòüå ïðåäëîæåí îáùèé ïîäõîä äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîëåáàíèé ãåîìåòðè÷å-

ñêè íåëèíåéíûõ ïîëîãèõ îáîëî÷åê, çàäåëàííûõ ïî ÷àñòè êîíòóðà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
íåëèíåéíûõ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé êîëåáàíèé ïîëîãèõ îáîëî÷åê ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä
óðàâíåíèé Ëàãðàíæà. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé â ñòàòüå ïðèìå-
íÿþòñÿ íîðìàëüíûå ôîðìû Øîó-Ïüåðà. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ
èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé ëîïàñòè âûñîêîíàïîðíîé îñåâîé ïîâîðîòíî-
ëîïàñòíîé ãèäðîòóðáèíû. Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ñêåëåòíûå êðèâûå êîëåáàíèé ëîïàñòè
ÿâëÿþòñÿ æåñòêèìè. Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñ ìàëûìè àìïëèòóäàìè ÿâëÿþòñÿ ïå-
ðèîäè÷åñêèìè. Ïðè âîçðàñòàíèè àìïëèòóä òàêèå ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ òåðÿþò
óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó.
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