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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ óïðàâëåíèåì, îïèñûâàþùàÿ
êîëåáàíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ ïðèñîåäèíåííîé óïðóãîé áàëêîé. Óêàçàí ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ,
ïðèâîäÿùåãî èññëåäóåìóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó ê ñòàíäàðòíîé êàíîíè÷åñêîé ôîðìå (êàíîíè÷åñêîé
ôîðìå Áðóíîâñêîãî). Ïðåäëîæåí êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé
ñ ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû.

1. Ââåäåíèå
Âîïðîñ îá óïðàâëÿåìîñòè ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ óïðóãèìè ýëåìåíòàìè äîñòàòî-

÷íî ïîäðîáíî èññëåäîâàí äëÿ ìîäåëè áàëêè Ýéëåðà-Áåðíóëëè. Íå ïðåòåíäóÿ íà
ïîëíîòó èçëîæåíèÿ, âûäåëèì îáçîð [7] è íåäàâíèå ðàáîòû [1], [2], [9] â ýòîé îá-
ëàñòè. Íåñìîòðÿ íà ïðîãðåññ â êà÷åñòâåííîé òåîðèè òàêèõ ñèñòåì, âîïðîñ îá ýô-
ôåêòèâíîì ñèíòåçå ôóíêöèé óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèõ äâèæåíèå ñ çàäàííû-
ìè ñâîéñòâàìè, òðåáóåò äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå [9] ïðåäëîæåí ñïîñîá
óïðàâëåíèÿ áàëêîé Ýéëåðà-Áåðíóëëè ñ çàùåìëåííûì êîíöîì â ðàìêàõ òåîðèè �at-
ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Â ñòàòüÿõ [1], [10] ðàññìîòðåíà
áîëåå ñëîæíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ íåñêîëüêèì óïðóãèìè áàëêàìè, ïðèñîåäè-
íåííûìè ê âðàùàþùåìóñÿ òâåðäîìó òåëó. Ëèíåéíàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àïïðîêñèìà-
öèÿ òàêîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàåòñÿ â íàñòîÿùåé ñòàòüå. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ
ïîñòðîåíèå ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò ëèíåàðèçîâàííóþ ñèñòåìó â
ëþáóþ íàïåðåä çàäàííóþ òî÷êó ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî (íî êî-
íå÷íîãî) ÷èñëà îáîáùåííûõ êîîðäèíàò, îïèñûâàþùèõ êîëåáàíèÿ óïðóãîé áàëêè.
Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ÿâíûì îáðàçîì ïðèâîäèòñÿ ê ñòàíäàðòíîé êà-
íîíè÷åñêîé ôîðìå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (êàíîíè÷åñêîé ôîðìå Áðóíîâñêîãî) [3],
[6].

2. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò
Â ñòàòüÿõ [1], [10] ðàññìîòðåíà ïëîñêàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà â âèäå òâåðäîãî

òåëà ñ íåñêîëüêèìè ïðèñîåäèíåííûìè óïðóãèìè áàëêàìè. Äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé áàëêè
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è êîíå÷íîãî ÷èñëà ìîä êîëåáàíèé, ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â îêðåñò-
íîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ìîãóò áûòü çàïèñàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ξ̇0 = η0,
η̇0 = v,

ξ̇j = ωjηj,
η̇j = −ωjξj + bjv, (j = 1, N),

(2.1)

ãäå ξ0 � óãîë ïîâîðîòà òâåðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé îñè; η0 � óãëîâàÿ
ñêîðîñòü âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà; v ∈ R � óïðàâëåíèå; N � êîëè÷åñòâî ó÷èòû-
âàåìûõ ìîä êîëåáàíèé óïðóãîé áàëêè; ξj è ηj � êîîðäèíàòà è ñêîðîñòü äëÿ j-é
ìîäû êîëåáàíèé áàëêè ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìèðîâêå. Êîýôôèöèåíòû ñèñòå-
ìû (2.1) îïðåäåëÿþòñÿ â òåðìèíàõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λj è ôóíêöèé uj(x) çà-
äà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (ñì. [10], [1]):

d4

dx4
uj(x) = λjuj(x), x ∈ (0, l),

uj(0) = u′j(0) = u′′j (l) = u′′′j (l) = 0,

ωj = c
√

λj > 0, bj = −
∫ l

0

(x + d)uj(x)dx 6= 0,

ãäå l � äëèíà áàëêè, c =
√

EI/ρ (E � ìîäóëü Þíãà, I � ìîìåíò èíåðöèè ïîïåðå÷-
íîãî ñå÷åíèÿ áàëêè, ρ � ìàññà íà åäèíèöó äëèíû áàëêè), d ≥ 0 � ðàññòîÿíèå îò îñè
âðàùåíèÿ äî çàùåìëåííîãî êîíöà áàëêè.

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ñôîðìóëèðóåì âñïîìîãàòåëüíîå
óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. Åñëè âñå ω2
j ðàçëè÷íû è íå ðàâíû íóëþ ïðè j = 1, N , òî ìàòðèöà

W =




1 1 . . . 1
−ω2

1 −ω2
2 . . . −ω2

N

ω4
1 ω4

2 . . . ω4
N... ... . . . ...

(−ω2
1)

N−1 (−ω2
2)

N−1 . . . (−ω2
N)N−1




(2.2)

íåâûðîæäåíà,

(W−1)kp =
∏

i6=k

1

ω2
i − ω2

k

∑

(j1,...,jN−p)∈Skp

(ωj1ωj2 · · ·ωjN−p
)2, (2.3)

Skp = {(j1, j2, ..., jN−p) : 1 ≤ j1 < j2 < ... < jN−p ≤ N, j1, j2, ..., jN−p 6= k}.
Â ñëó÷àå p = N ñóììà â ôîðìóëå (2.3) ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé åäèíèöå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ìèíîðîâ ìàò-
ðèöû Âàíäåðìîíäà (ñì. [4, ñ. 26, 32]).

3. Ïðèâåäåíèå ê ñòàíäàðòíîé êàíîíè÷åñêîé ôîðìå
Îáîçíà÷èì

x =




ξ0

η0

ξ1

η1
...

ξN

ηN




, x̃ =




ξ̃0

η̃0

ξ̃1

η̃1
...

ξ̃N

η̃N




, ξ =




ξ1

ξ2
...

ξN


 , η =




η1

η2
...

ηN


 , ξ̃ =




ξ̃1

ξ̃2
...

ξ̃N


 , η̃ =




η̃1

η̃2
...

η̃N


 .

Òåîðåìà 1. Åñëè bj 6= 0 è âñå ω2
j 6= 0 ðàçëè÷íû äëÿ j = 1, N , òî ñóùåñòâóåò

íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

x̃ = Φx, ṽ = αv + βξ, (|Φ| 6= 0, α 6= 0), (3.1)

ïðèâîäÿùåå ñèñòåìó (2.1) ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå Áðóíîâñêîãî:
˙̃ξj−1 = η̃j−1,
˙̃ηj−1 = ξ̃j, (j = 1, N),
˙̃ξN = η̃N ,
˙̃ηN = ṽ.

(3.2)

Êîìïîíåíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.1) çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

Φ : ξ̃0 = c0ξ0 + c̄ξ, η̃0 = c0η0 + c̄Ωη, ξ̃ = −WCΩ2ξ, η̃ = −WCΩ3η, (3.3)

α = −c0

N∑
j=1

∏

i6=j

ω2
i ω

2N
j

ω2
i − ω2

j

, β = (−1)N+1c̄Ω2N+2, (3.4)

ãäå

c̄ = (c1, c2, ..., cN), C =




c1 0 . . . 0
0 c2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . cN


 , Ω =




ω1 0 . . . 0
0 ω2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . ωN


 , (3.5)

cj =
c0

ωjbj

∏

i6=j

ω2
i

ω2
j − ω2

i

, (j = 1, N), (3.6)

ìàòðèöà W îïðåäåëåíà â (2.2), c0 6= 0 � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ñèñòåìó (2.1) â ìàòðè÷íîì âèäå:

ẋ = Ax + bv,

A =




0 1 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 ω1 . . . 0 0
0 0 −ω1 0 . . . 0 0
... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 0 . . . 0 ωN

0 0 0 0 . . . −ωN 0




, b =




0
1
0
b1
...
0
bN




.

Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé ñõåìîé ïðèâåäåíèÿ ëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ê
êàíîíè÷åñêîé ôîðìå (ñì. [6], [8, P. 176-177]). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âûáðàòü âåêòîð

h = (c0, d0, c1, d1, ..., cN , dN)

òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ hb = hAb = hA2b = ... = hA2Nb = 0, hA2N+1b =
α 6= 0, ò.å.

Φb =




0
0
...
α


 , ãäå Φ =




h
hA
...

hA2N+1


 . (3.7)

Ïîëîæèì d0 = d1 = ... = dN = 0 è âû÷èñëèì ìàòðèöó Φ:

Φ =




c0 0 c1 0 . . . cN 0
0 c0 0 c1ω1 . . . 0 cNωN

0 0 −c1ω
2
1 0 . . . −cNω2

N 0
0 0 0 −c1ω

3
1 . . . 0 −cNω3

N... ... ... ... . . . ... ...
0 0 (−1)Nc1ω

2N
1 0 . . . (−1)NcNω2N

N 0
0 0 0 (−1)Nc1ω

2N+1
1 . . . 0 (−1)NcNω2N+1

N




.

(3.8)
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî hA2jb = 0 äëÿ âñåõ j = 0, N ïðè òàêîì âûáîðå êîýôôèöèåí-
òîâ d0, d1, ..., dN . Èñïîëüçóÿ ÷åòíûå ñòðîêè ìàòðèöû Φ, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî
óñëîâèÿ hA2j+1b = 0, j = 0, N − 1 ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùåé ñèñòåìå ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî c0, c1, ..., cN :

W




b1ω1c1

b2ω2c2
...

bNωNcN


 =




−c0

0
...
0


 .
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Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ìàòðèöû (2.3), ïîëó÷èì ôîðìóëó (3.6)
äëÿ êîýôôèöèåíòîâ c1, c2, ..., cN , â çàâèñèìîñòè îò ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû c0.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì c0 6= 0 âûïîëíåíî îñòàâøååñÿ óñëîâèå hA2N+1b 6= 0 â (3.7):

hA2N+1b = (−1)N

N∑
j=1

bjcjω
2N+1
j = (−1)Nc0

N∑
j=1

∏

i 6=j

ω2
i ω

2N
j

ω2
j − ω2

i

= −c0

N∑
j=1

∏

i 6=j

ω2
i ω

2N
j

ω2
i − ω2

j

,

(3.9)
ò.å. ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ α 6= 0 â (3.4).

Îïðåäåëèì x̃ = Φx. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñòðóêòóðó ìàòðèöû (3.8) è îáîçíà÷-
åíèÿ (3.5), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî êîìïîíåíòû òàêîãî îòîáðàæåíèÿ x 7→ x̃ óäîâëå-
òâîðÿþò ôîðìóëàì (3.3). Ïîêàæåì íåâûðîæäåííîñòü Φ, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà îïðå-
äåëèòåëåé:

|Φ| = c2
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−c1ω
2
1 0 . . . −cNω2

N 0
0 −c1ω

3
1 . . . 0 −cNω3

N

c1ω
4
1 0 . . . cNω4

N 0
0 c1ω

5
1 . . . 0 cNω5

N... ... . . . ... ...
(−1)Nc1ω

2N
1 0 . . . (−1)NcNω2N

N 0
0 (−1)Nc1ω

2N+1
1 . . . 0 (−1)NcNω2N+1

N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= (c0c1 . . . cN)2(ω1ω2 . . . ωN)5|W |2 = (c0c1 . . . cN)2(ω1ω2 . . . ωN)5
∏

1≤i<j≤N

(ω2
j − ω2

i )
2.

Èòàê, |Φ| 6= 0 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû. Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíûå êîîðäè-
íàò âåêòîðà x̃ â ñèëó ñèñòåìû (2.1), ïîëó÷èì:

˙̃ξj =
d

dt
(hA2jx) = hA2j+1x + hA2jbv = hA2j+1x = η̃j, (j = 0, N),

˙̃ηj =
d

dt
(hA2j+1x) = hA2j+2x + hA2j+1bv = hA2j+2x = ξ̃j+1, (j = 0, N − 1),

˙̃ηN =
d

dt
(hA2N+1x) = hA2N+2x + hA2N+1bv. (3.10)

Ïîñêîëüêó

hA2N+2x = (−1)N+1

N∑
j=1

cjω
2N+2
j ξj,

òî èç (3.10) ñ ó÷åòîì (3.4) è (3.9) ñëåäóåò ˙̃ηN = αv + βξ = ṽ. Òàêèì îáðàçîì,
ñèñòåìà (2.1) â íîâûõ ïåðåìåííûõ x̃, ṽ èìååò âèä (3.2).

Çàìå÷àíèå 1. Ñóùåñòâîâàíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.1) ñëåäóåò èç èçâåñòíîãî ðåçóëü-
òàòà (ñì. [5, ñ. 68]) î ïðèâåäåíèè ëèíåéíîé ñèñòåìû ê ñòàíäàðòíîé êàíîíè÷åñêîé
ôîðìå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè. Â äîêàçàííîé òåîðåìå òà-
êîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîñòðîåíî ÿâíûì îáðàçîì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà óïðóãèõ
êîîðäèíàò N .
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Tåîðåìû 1. Òîãäà äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé

t0 < t1, x0 =




ξ0
0

η0
0...

ξ0
N

η0
N



∈ R2N+2, x1 =




ξ1
0

η1
0...

ξ1
N

η1
N



∈ R2N+2

ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå v = vx0x1(t), ïðè êîòîðîì ñèñòåìà (2.1) èìååò ðåøåíèå
x(t), t ∈ [t0, t1], óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì x(t0) = x0, x(t1) = x1.
Óêàçàííîå óïðàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

vx0x1(t) = α−1

(
d2N+2

dt2N+2
+

N∑
p=1

γp
d2p

dt2p

)
y(t), t ∈ [t0, t1], (3.11)

ãäå y ∈ C2N+2[t0, t1] � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ãðàíè÷íûì óñëîâè-
ÿì:

y(ti) =
N∑

j=0

cjξ
i
j, ẏ(ti) = c0η

0
j +

N∑
j=1

cjωjη
i
j,




d2

dt2
y

d4

dt4
y
...

d2N

dt2N y




t=ti

= −WCΩ2




ξi
1

ξi
2...

ξi
N


 ,




d3

dt3
y

d5

dt5
y
...

d2N+1

dt2N+1 y




t=ti

= −WCΩ3




ηi
1

ηi
2...

ηi
N


 , i = 0, 1,

(3.12)

γp =
N∑

k=1


∏

l 6=k

ω2N
k

ω2
k − ω2

l

∑

(j1,...,jN−p)∈Skp

(ωj1 · · ·ωjN−p
)2


 . (3.13)

Â ôîðìóëå (3.13) ñóììà ïî (j1, ..., jN−p) ∈ Skp ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé åäèíèöå ïðè
p = N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì ñèñòåìó (2.1) ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå (3.2) ñ ïîìî-
ùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.1). Åñëè ôóíêöèÿ y(t) ïðèíàäëåæèò êëàññó C2N+2[t0, t1]
è óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (3.12), òî

x̃(t) =

(
y(t),

d

dt
y(t), ...,

d2N+1

dt2N+1
y(t)

)T

,

î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.2) ñ óïðàâëåíèåì

ṽ(t) =
d2N+2

dt2N+2
y(t).
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Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (3.1) ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ x(t) = Φ−1x̃(t) óäîâëå-
òâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

x(t0) = x0, x(t1) = x1

è ñèñòåìå (2.1) ñ óïðàâëåíèåì

v(t) = α−1(ṽ(t)− βξ(t)). (3.14)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ξ̃ = −WCΩ2ξ â (3.3), ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (3.14) ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

v(t) = α−1 d2N+2

dt2N+2
y(t) + α−1βΩ−2C−1W−1

(
d2

dt2
y(t),

d4

dt4
y(t), ...,

d2N

dt2N
y(t)

)T

.

Ïðîâåäÿ âûêëàäêè ñ èñïîëüçîâàíèåì Ëåììû 1, ïîëó÷èì ôîðìóëó (3.11).

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ñâîäèò ïîèñê óïðàâëåíèÿ ê îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè y(t)
èñõîäÿ èç 2N + 2 ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3.12). Â ÷àñòíîñòè, òàêóþ ôóíêöèþ y(t)
ìîæíî èñêàòü â âèäå ìíîãî÷ëåíà. Îòìåòèì, ÷òî â ôîðìóëó äëÿ óïðàâëåíèÿ (3.11)
âõîäÿò òîëüêî ïðîèçâîäíûå ÷åòíîãî ïîðÿäêà îò y(t).

4. Çàêëþ÷åíèå
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ðåøàòü äâóõòî÷å÷íóþ çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ

äëÿ ñèñòåìû (2.1) ÿâíûì îáðàçîì ïðè ïðîèçâîëüíîì êîëè÷åñòâå óïðóãèõ êîîðäè-
íàò. Ïðåäñòàâëÿåò íåñîìíåííûé èíòåðåñ äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå ïðèìåíèìîñòè
òàêîãî ïîäõîäà ïðè äîáàâëåíèè ê ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (2.1) íåëèíåéíûõ ÷ëå-
íîâ, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ [1], [10]. Âîïðîñ î âëèÿíèè ïðåäëîæåííîãî óïðàâëåíèÿ
íà âûñîêî÷àñòîòíûå ìîäû êîëåáàíèé áàëêè ñ íîìåðàìè âûøå N òàêæå òðåáóåò
äàëüíåéøåãî àíàëèçà â ðàìêàõ òåîðèè ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè.
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